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His laughter at their quaint opinions wide 
Hereafter, when they come to model heaven 
And calculate the stars : how they will wield 
The mighty frame : how build, unbuild, contrive 
To save appearances. 
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INTRODUCTION 


Dès que west parvenu ce Livre où M. Eddington réussit 
à exposer de manière à la fois si simple, si vivante et si per- 
sonnelle la merveilleuse transformation que le génie d'Eins- 
tein a introduite dans les conceptions les plus fondamen- 
tales de la Physique, j'ai pensé qu’une traduction en devait 
être faite pour permettre au public français de partager 
la joie que sa lecture m'avait fait éprouver. 

Une démarche immédiate m’apprit que l'initiative avait 
été prise quelques jours plus tôt par M. Jean Becquerel et 
que le travail était commencé dans les conditions les plus 
favorables puisque je n’aurais pu proposer un meilleur choix 
que celui de M. Rossignol pour le traducteur, et que 
M. Eddington voulait bien s'assurer lui-même que les nuan- 
ces, souvent délicates, de sa pensée seraient fidèlement 
rendues. De plus, l’auteur devait écrire spécialement pour 
l'édition française un complément mathématique dans 
lequel la curiosité éveillée par la première partie de lOu- 
vrage trouverait, pour se satisfaire, non seulement l’essen- 
tiel de lexcellent Report on the Relativity Theory of Gravi- 
tation présenté quelques mois auparavant par M. Eddington 
à la Société de Physique de Londres, mais encore un exposé 
nouveau de l’importante extension apportée récemment par 
M. Weyl, à la théorie de relativité généralisée, dans le 
domaine de l’électromagnétisme. 

Ainsi se trouvera représentée ici, sous son triple aspect. 
théorique, expérimental et littéraire, la remarquable et 
féconde activité que M. Eddington, justement enthousiaste, 
a mise au service de la théorie d'Einstein, depuis qu’au 
travers et au-dessus des fumées et du bruit de la guerre, la 
nouvelle nous est parvenue du succès définitif des efforts 
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soutenus ces dernières années, pour pénétrer le mystère 
de la gravitation, par celui dont le nom représentera le 
moment le plus important depuis Copernic et Newton dans 
le développement de notre compréhension du monde. 

Le jeune professeur de Cambridge était déjà bien connu 
par d'importants travaux d'astronomie physique et venait, 
en particulier, de renouveler entièrement notre conception 
de l'équilibre intérieur des étoiles en montrant le rôle 
essentiel qu'y joue la pression de radiation, lorsque, séduit 
à la fois par la beauté intérieure de la construction d’Eins- 
tein et par la première confirmation qu’apportait l'explica- 
tion du mouvement de Mercure, il voulut consacrer une 
grande part de son activité au développement de l'œuvre 
nouvelle et, tout d’abord, la juger en vérifiant la conséquence 
inattendue relative à la déviation de la lumière dans le 
champ de gravitation du Soleil. 

C'est grâce à lui que furent organisées, dans des condi- 
tions difficiles, les deux expéditions de Sobral et de l’ile 
du Prince qui devaient, par l'observation de l’éclipse du 
29 Mai 1919, confirmer la prévision d'Einstein et provoquer 
le mouvement actuel de surprise et d’attention généralisée. 

I dirigea lui-même l'expédition de l'ile du Prince et nous 
devons à cette circonstance, non seulement une grande part 
du succès de l'entreprise, mais encore la relation si colorée 
qu'il en donne au septième Chapitre de ce Livre sous le 
titre expressif : Weighing Light. 

Sa conviction faite, il entreprit l'œuvre de propagande en 
Angleterre, d'abord dans les milieux scientifiques par son 
Rapport à la Société de Physique de Londres, et de nom- 
breuses communications et discussions devant la Société 
Astronomique et la Société Royale, puis, dans un cercle 
plus étendu par l'exposé ici traduit, rédigé pour satisfaire, 
de manière aussi brillante qu'originale, la curiosité d’un 
public non spécialisé. 

Enfin, sa contribution personnelle devient de plus en plus 
importante du côté théorique, et nous lui devons, tout 
récemment, la généralisation la plus complète qu’on ait 
tentée jusqu'ici de cette géométrie nouvelle dans laquelle 
semble devoir s’absorber la Physique tout entière. 
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J'aurais jugé bien inutile de présenter aux lecteurs de 
langue française un livre et un auteur qui se recomman- 
dent si bien d'eux-mêmes si je n’y avais trouvé l’occasion de 
dire que, grâce aux mesures récentes de M. Pérot d’une 
part, de MM. Buisson et Fabry d'autre part, nous pouvons 
considérer comme définitive la confirmation expérimentale 
quantitative du troisième criterium prévu pour sa théorie 
par M. Einstein, le déplacement vers le rouge des raies du 
spectre solaire par rapport aux raies correspondantes émises 
par les sources terrestres. 

Ainsi se trouvent vérifiées de manière complète les trois 
conséquences, mouvement du périhélie des planètes, dévia- 
tion de la lumière par le Soleil, déplacement des raies spec- 
trales, annoncées par Einstein dont la merveilleuse organi- 
sation de physicien lui permet de ne pas cesser de voir la 
réalité concrète alors que son esprit se meut librement dans 
les régions les plus abstraites de la spéculation théorique. 
Ces mêmes qualités lui firent, il y a quinze ans, tout au 
début de sa carrière, prévoir l'existence et donner pour la 
première fois les lois précises du mouvement Brownien, 
connu depuis longtemps et dont il n'avait pas entendu 
parler. 

A ce faisceau de preuves vient s'ajouter, en dehors de 
argument tiré de sa force logique, le fait que la théorie 
nouvelle est solidement appuyée dans le passé sur tout le 
développement de la théorie électromagnétique, imposé par 
l'expérience, et dont elle représente l'aboutissement néces- 
saire. 

En face de la théorie mécaniste, fondée sur les notions 
d'espace euclidien et de temps absolu, ainsi que sur les 
lois, adéquates à cette dernière notion, d’action instantanée 
à distance, s’est élevée au cours du xix? siècle, la théorie 
électromagnétique de Faraday, de Maxwell et de Lorentz. 
Elle représente le point de vue opposé des actions trans- 
mises de proche en proche avec une vitesse finie, celle de 
la lumière. 
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L'opposition formelle, la contradiction absolue entre les 
deux théories, que des efforts puissants ont vainement 
essayé de concilier, s’est manifestée de manière particuliè- 
rement aiguë lorsqu'il s’est agi d'expliquer le résultat 
négatif des expériences tentées pour mettre en évidence 
le mouvement de translation variable de la Terre par rapport 
au milieu qui transmet les actions électromagnétiques et 
les ondes lumineuses. Il est alors apparu nettement que les 
deux théories sont inconciliables parce qu'elles correspon- 
dent à des cinématiques différentes, à des conceptions 
différentes du temps et de l’espace. 

La synthèse mécaniste implique la notion du temps absolu, 
où la simultanéité a un sens absolu, indépendant du mou- 
vement de l’observateur, mais impossible à définir et à 
contrôler expérimentalement puisque ce contrôle exigerait 
la réalisation de signaux effectivement instantanés à dis- 
tance. La synthèse électromagnétique au contraire, se con- 
cilie admirablement avec le principe de relativité à condi- 
tion d'admettre le caractère relatif de la simultanéité et 
l'emploi du temps optique, nettement expérimental puis- 
que la concordance des temps en des lieux différents s’y 
obtient par l’échange, effectivement réalisable, de signaux 
lumineux ou hertziens. 

L'abandon de la notion du temps absolu, non seulement 
introduit l'ordre et la clarté dans toute l’électrodynamique 
et l'optique des corps en mouvement, mais encore exige 
l'abandon de la masse absolue et aboutit à une dynamique 
nouvelle, admirablement confirmée par les faits et s’écar- 
tant d’autant plus de la dynamique ancienne que la vitesse 
du mobile cesse d’être négligeable devant celie de la 
lumière. 

La relativité restreinte ainsi confirmée ne concerne que 
les mouvements de translation uniformes. Einstein vit net- 
tement la nécessité de l’étendre aux mouvements quelcon- 
ques, d’énoncer les lois de la physique sous une forme indé- 
pendante du mouvement des observateurs. Il s’aperçut bien 
vite qu'en même temps on obtenait de façon naturelle la 
solution du mystère de la gravitation à condition de renoncer 
à cet autre absolu qu'est le caractère euclidien de la géo- 
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métrie. La loi de gravitation nouvelle, remplaçant celle de 
Newton, exprime simplement, sous une forme indépen- 
dante du mouvement des observateurs, la manière dont la 
courbure de lespace-temps, son écart à partir du caractère 
euclidien, est déterminée par la matière présente. 

A chaque abandon d’un absolu arbitraire correspond 
ainsi une généralisation nouvelle et un progrès dans la 
synthèse physique. Les résultats remarquables obtenus par 
M. Weyl et par M. Eddington lui-même dans l’interpréta- 
tion géométrique de l’électromagnétisme montrent que de 
nouveaux succès sont à prévoir dans cette même direction. 


Mai 1921. 
P. LANGEVIN. 


PREFACE DE L’EDITION ANGLAISE. 


Par sa théorie de la relativité, Albert Einstein a révolutionné 
la pensée scientifique en physique. 

Les points fondamentaux de son œuvre sont les suivants 
IL a réussi à séparer incomparablement mieux qu'on ne l'avait 
fait jusqu'alors la part de l'observateur et celle de la nature 
dans les phénomènes observables. La perception d'un objet par 
un observateur dépend de sa propre situation et des conditions 
dans lesquelles il observe ; ainsi, pour prendre un exemple 
simple, un accroissement de distance lui fera paraître l'objet 
plus pelit et moins net. Nôus corrigeons presque inconsciem- 
ment nos perceptions en interprétant ce que nous percevons. 
Mais nous en sommes arrivés maintenant à un point où nous 
pouvons constater que les corrections faites par l'observateur 
pour tenir compte de son mouvement ont toujours été par trop 
grossières. La question ne s'était guère posée, parce qu'en 
pralique tous les observateurs avaient sensiblement le même 
mouvement, celui de la Terre. L'espace et le temps physiques 
ont été trouvés étroitement liés à ce mouvement de l’observa- 
teur ; ils n'ont pu conserver une individualité dans l'Univers 
extérieur à nous que mêlés l’un à l'autre d'une manière assez 
intime pour rendre leur combinaison parfaitement homogène. 
Quand nous avons fait refluer cet espace et ce temps jusqu'à 
leur propre source — l'observateur —, l'Univers qui reste nous 
apparaît sous un jour étrange auquel nous ne sommes pas 
accoutumés ; en réalité, il se trouve simplifié et les phénomènes 
fondamentaux présentent une unité qui, habituellement, nous 
est cachée. Les résultats déduits de ce nouveau point de vue et 
soumis au contrôle de l'expérience ont tous reçu, à une excep- 
tion douteuse près, une confirmation éclatante. 

Mon but est de donner de cette œuvre un exposé débarrassé 
de tout caractère technique d'ordre mathématique, physique 
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ou philosophique. Malgré tout, les nouvelles conceptions de 
l'espace et du temps, si contraires à nos habitudes, imposent 
une certaine gymnastique à l'esprit qui veut les saisir. Les 
résultats nous semblent étranges et prennent même quelquefois 
un aspect humoristique. Dans les neuf premiers chapitres, nous 
essayons de donner un résumé clair d’une théorie admise dans 
ses caractères généraux par une école nombreuse et chaque 
jour croissante de physiciens — il est possible du reste qu'aucun 
d'eux n'accepte les vues de l’auteur de ces lignes sur la signifi- 
cation de cetle théorie. Les Chapitres X et XI portent sur des 
sujets tout nouveaux à l'égard desquels l'opinion n’a pas encore 
pris positivement position. Quant au dernier Chapitre, il ren- 
ferme les idées de l’auteur sur l'interprétation de la nature ; 
on y peut trouver les éléments d’un système philosophique ; ce 
serait donc, je crois, trop de témérité que d'espérer sur ce 
Chapitre autre chose qu'une controverse. 

Tout exposé non mathématique est nécessairement soumis 
à des limitations. Le lecteur qui désirerait savoir exactement 
comment tel ou tel résultat se déduit de la loi de gravitation 
d'Einstein ou de celle de Newton doit avoir recours aux trai- 
tés mathématiques spéciaux. Mais cette limitation dans la forme 
de l'exposé est peut-être moins sérieuse que la limitation de son 
exactitude. JI y a une relativité de la vérité, comme il y en a une 
de l’espace. — 


« For 1s and 1s-xor though with Rule and Line 
And ur-anp-pown without, I could define ». (1) 


Iélas ! Ge n’est pas aussi simple. Nous pouvons bien débar- 
rasser les phénomènes de tout ce qui est relatif à la position et 
au mouvement de l'observateur, mais pouvons-nous également 
les affranchir de ce qui tient à l'imagination bornée du cerveau 
humain ? Je crois que nous le pouvons, mais seulement au 
moven du symbolisme mathématique. Le langage du poète est 
plein de subtilités qui échappent aux explications maladroites 
de ses commentateurs, de même la géométrie de la relativité 


(©) « Pour définir l’êrre et le non-Êrre j'ai besoin de commentaires. 


Et puis m'en passer pour le naur et le Bas » 
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présente une harmonie parlaite adéquate à la nature et que 
ne peut alteindre mon interprétalion grossière. 

Mais l'esprit ne saurait se contenter de laisser à la Vérité 
l'aspect Irop aride que lui donnent les symboles mathémati- 
ques ; il la lui faut traduile en images familières. Il nous est 
permis de demander au mathémalicien qui manie les æ avec 
tant de facilité, non pas évidemment la signification indéchif- 
frable de ses symboles dans la nature, mais le sens qu'il leur 
attribue lui-même. 

Ce Livre est avant tout destiné à ceux qui n'ont aucune con- 
naissance technique sur ce sujet, mais nous espérons qu'il trou- 
vera tout de même quelque faveur auprès de ceux qui ont déjà 
étudié la théorie. Un cerlain nombre de notes ont été ajou- 
tées sous forme d’Appendice pour combler partiellement la 
lacune qui sépare cet Ouvrage des traités mathématiques et pour 
établir les points de contact enire le raisonnement du texte et 
le développement analytique correspondant. 

Il m'est impossible de dire exactement combien je dois à la 
littérature contemporaine. Les écrits d'Einstein, Minkowski, 
Hilbert, Lorentz, Weyl et bien d'autres m'ont servi de base ; 
des discussions avec des amis ou des correspondants m'ont peu 
à peu indiqué les développements nécessaires. 


A.-S. EnnixcrTox. 


1% Mai 1920. 
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PROLOGUE 


QU'EST-CE QUE LA GÉOMÉTRIE ? 


Une conversation entre 

un Physicien expérimental ; 

un Mathématicien pur ; 

un Relativiste, défenseur des plus nouvelles conceptions du Temps et 
de l'Espace dans les Sciences physiques. 


Le Relativiste. — Une proposition d'Euchde bien connue 
nous apprend que « la somme des longueurs de deux côtés quel- 
conques d'un triangle est supérieure à la longueur du troisième 
côté ». L'un de vous deux peut-il me dire si nous avons aujour- 
d'hui de bonnes raisons de croire à son exactitude À 


Le Mathématicien. — Pour ma part, J'avoue être totalement 
incapable de dire si elle est vraie ou non. Je puis, par des rai- 
sonnements dignes de toute confiance, la déduire de certaines 
autres propositions ou axiomes que l'on suppose être d’un carac- 
tère encore plus élémentaire. Si ces axiomes sont vrais, la pro- 
position est vraie, sinon sa vérité n'est pas universelle. Quant 
à me prononcer sur leur exactitude rigoureuse, je ne le peux 
pas et c'est une question qui n'est plus de mon département. 


Le Physicien — Mais, la vérité de ces axiomes, n’a-t-on pas 
le droit de la considérer comme évidente ? 


Le Mathémalicien. — C'est une évidence qui n'existe nulle- 
ment pour moi et je crois que c'est là un droit que l’on a 
généralement abandonné. 


Le Physicien. — Pourtant, puisque vous avez pu bâtir sur 
ces axiômes un système de géométrie logique et cohérent, 
n'est-ce pas là une preuve indirecte de leur exactitude ? 


I 
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Le Mathématicien. — Non ! La géométrie euclidienne n'est 
pas le seul système cohérent. En choisissant un autre groupe 
d'axiomes on arrive par exemple à la géométrie de Lobat- 
chewsky dans laquelle nombre de propositions de la géomé- 
trie d'Euclide sont inexactes. A mon point de vue nous n’avons 
pas plus de raisons de choisir une de ces géométries qu'une 
autre. 


Le Relativiste. — Comment se fait-il alors que la géométrie 
euclidienne soit de beaucoup le système le plus important ? 


Le Mathématicien. — Personnellement, je suis peu disposé 
à admettre que ce soit le plus important. Mais pour des rai- 
sons que je déclare ne pas comprendre, mon ami le Physicien 
porte un intérêt plus grand à la géométrie euclidienne qu'à 
toute autre. Comme c'est sans cesse dans ce système qu'il nous 
pose ses problèmes, nous lui avons par suite apporté une atten- 
tion exagérée. Il y a eu cependant de grands géomètres comme 
Riemann qui ont fait quelque chose pour rétablir une mise 
au point convenable. 


Le Relativiste (au Physicien). — Pourquoi portez-vous un 
tel intérêt à la géométrie euclidienne ? Pensez-vous donc que 
c'est elle la vraie ? 


Le Physicien. — Oui, car nos expériences le prouvent. 


Le Relativiste. — Comment, par exemple, pouvez-vous prou- 
ver que les deux côtés d’un triangle ont une somme supérieure 
au troisième côté ? 


Le Physicien. — Je ne puis évidemment le prouver qu'en 
prenant un très grand nombre de cas typiques et je suis limité 
par les erreurs inévitables d'expérience. Mes preuves ne sont, 
ni aussi générales, ni aussi parfaites que celles du mathéma- 
ticien pur. Mais c'est un principe reconnu en physique que 
la généralisation nous est permise quand nous partons d’un 
nombre suffisamment grand d'expériences, et ce genre de preuve 
me satisfait pleinement. 


Le Relativiste. — Il me satistera également. Je n'ai besoin 
d'examiner avec vous qu'un cas particulier. Voici un triangle 
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ABC ; comment me prouverez-vous que AB + BC est supérieur 


à AC ? 


Le Physicien. — Je prendrai une règle graduée et je mesu- 
rerai les trois côtés. 


Le Relativiste. — Mais il me semble que nous parlons de 
choses différentes. Il était question d’une proposition géomé- 
trique — une propriété de l’espace et non de la matière. Votre 
preuve expérimentale nous démontre seulement comment se 
comporte une règle matérielle quand vous lui donnez différen- 
tes directions. 


Le Physicien. — Je puis m'arranger de façon à faire les mesu- 
res à l'aide d'un procédé optique. 


Le Relativiste. — C'est tomber de Charybde en Scylla ; vous 
faites maintenant intervenir les propriétés de la lumière. 


Le Physicien. — Je ne peux en effet rien vous prouver si 
vous ne me laissez faire aucune mesure. La mesure est pour 
moi le seul moyen de trouver les lois de la nature. Je ne suis 
pas un métaphysicien. 


Le Relativiste. — Alors, voici ce qui nous mettra d'accord : 
par longueur et distance vous entendez toujours une quantité 
obtenue par des mesures faites à l'aide de procédés matériels 
ou optiques. Vous avez étudié expérimentalement les lois aux- 
quelles obéissent ces longueurs mesurées et trouvé la géométrie 
dont elles dépendent. Cette géométrie nous l’appellerons la 
« géométrie naturelle » ; évidemment elle a pour vous une 
importance beaucoup plus grande que n'importe lequel des 
systèmes imaginés par les mathématiciens. Mais il ne faut pas 
oublier que son sujet n’est autre que l'étude de la manière 
dont se comportent les règles matérielles —c'est-à-dire les pro- 
priétés de la matière. Ses lois ont le degré d’exactitude de 
beaucoup de lois physiques, les lois de l’électromagnétisme par 
exemple. 


Le Physicien. — Voulez-vous dire que vous comparez l'espace 
à une sorte de champ magnétique ? C'est à peine si je vous 
comprends. 
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Le Relativiste. — Il vous est impossible, dites-vous, d’explo- 
rer l'Univers sans quelque appareil. L'explorez-vous avec une 
règle graduée, vous trouvez la géométrie naturelle ; avec une 
aiguille aimantée, vous découvrez le champ magnétique. Ce que 
nous pouvons appeler le champ d'extension ou champ-espace 
est une qualité physique ay même titre que le champ magné- 
tique. Vous pouvez, si vous le voulez, supposer que ces champs 
coexistent dans l’éther. Leurs lois doivent être déterminées par 
l'expérience. Bien entendu, certaines lois approchées du champ- 
espace (géométrie euclidienne) nous sont familières depuis 
notre enfance ; mais il faut nous débarrasser de cette idée que 
ces lois ont un caractère de nécessité absolue et qu'il serait 
impossible de trouver en d'autres lieux de l'Univers, des champs- 
espaces où elles ne s’appliqueraient plus. Jusqu'à quel point 
l'espace ressemble-t-1l réellement à un champ magnétique ? 
Voilà un sujet sur lequel on peut dogmatiser et c'est ce que 
je ne veux pas faire. Le point capital pour moi est qu'ils se 
présentent tous deux d’une manière presque identique à Vin- 
vestigation expérimentale. 

Examinons maintenant les lois de la géométrie naturelle. J'ai 
un ruban pour faire mes mesures et voici le triangle : AB— 
= 3g 1/2 cm. ; BC = 1/8 cm. ; AC = 39 7/8 cm. Eh bien ! 


votre proposition est en échec ! 


Le Physicien. — Vous savez fort bien d'où vient l'erreur. 
Vous avez tendu fortement le ruban quand vous avez mesuré 


AB. 


Le Relativiste. — Mais, n'ai-je pas le droit de le faire ? 

Le Physicien. — Evidemment non ! Une longueur doit être 
mesurée avec une règle rigide. 

Le Relativiste. — Voilà une addition importante à la défi- 
nition d'une longueur. Mais qu'est-ce qu'une règle rigide ? 

Le Physicien. — Une règle qui garde toujours la même 
longueur. 

Le Relativiste. — Nous venons de définir une longueur 


comme une quantité obtenue avec une règle rigide ; il vous faut 
donc une autre règle pour voir si votre première règle change 
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de longueur ; et une troisième pour vérifier la deuxième ; et 
ainsi de suite, ad infinitum. Vous me faites souvenir de l’anec- 
dote de l'horloge et du canon à temps en Egypte. L'homme 
chargé du canon fait feu en se réglant sur l'horloge et l'homme 
chargé de l'horloge la règle sur le canon. Non, vous ne devez pas 
définir une longueur au moyen d'une règle rigide que vous 
définirez elle-même au moyen d’une longueur. 


Le Physicien. — J'admeis que mes définitions ne sont pas 
très nettes. On n’a pas le temps de tout faire et il y a tant de 
choses à découvrir en physique, qui retiennent mon attention ! 
Mais vous-même êtes-vous sûr de la définition logique de tous 
les termes que vous employez ? 


Le Kelativiste. — Le ciel m'en préserve ! Je ne suis pas natu- 
rellement porté à être exigeant sur ce point ! Bien que je sache 
apprécier le travail de ceux qui creusent les fondations de la 
Science, c'est surtout vers la superstructure que se porte mon 
intérêt personnel. Pourtant, si parfois nous voulons ajouter un 
étage supplémentaire, il est nécessaire de rendre les fondations 
plus solides. J'ai un but bien défini en essayant d'obtenir 
le sens exact de cette notion de la longueur. Une théorie nouvelle 
et singulière se développe à laquelle vous pouvez trouver des 
objections de principe, et vous n'aimeriez certainement pas que 
vos idées soient prises en défaut. 

Et d’ailleurs, quand vous prétendez déterminer des longueurs 
avec huit chiffres significatifs, cela implique certainement que 
vous avez un criterium bien défini pour l'exactitude de vos 
mesures. 


Le Physicien. — Evidemment il est difficile de préciser ce 
que nous entendons par rigide ; mais en pratique nous pouvons 


dire si une règle est de nature à changer de longueur d’une 
manière appréciable dans des circonstances diverses. 


Le Relativiste. — Non. N'introduisez pas cette idée d’un 
changement de longueur possible quand il s’agit de l'appareil 
même qui doit définir la longueur. Il est évident que l'étalon 
de longueur adopté ne peut, quelle que soit sa nature, changer 
de longueur. Si l’on définit le mètre comme la longueur d'une 
certaine barre, cette barre ne peut jamais avoir une autre lon- 
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gueur qu'un mètre. Si nous affirmons que cette barre change 
de longueur, c’est que manifestement nous avons changé notre 
définition du mètre. Vous m'avez dit que mon ruban était défec- 
tueux — qu'il n'était pas rigide. Peut-être, mais non pas parce 
qu'il changeait de longueur — car étant étalon, sa longueur 
était invariable — mais parce qu'il lui manquait quelque autre 
qualité. 

Vous reconnaissez si une règle est approximativement rigide 
quand vous la voyez. Ce que vous lui comparez ce n'est pas 
quelque longueur idéale non mesurable, mais un étalon matériel 
idéal que l'on puisse atteindre ou du moins dont on puisse appro- 
cher autant qu'on le veut. Les règles ordinaires ont des défauts — 
flexion, dilatation thermique, etc. — dont on peut diminuer 
la grandeur en prenant des précautions convenables ; la limite 
vers laquelle vous tendez à mesure que les défauts diminuent, 
constitue votre règle rigide. Vous pouvez déterminer ces défauts 
sans faire appel à quelque définition étrangère de la longueur ; 

, par exemple, vous avez deux tiges de même matière, les 
” de chacune d'elles étant exactement au contact de 
celles de l’autre, et si l’une d'elles est chauffée, les extrémités 
ne peuvent plus être amenées à coïncider et l'on dit que la 
matière possède un coefficient de dilatation thermique. Vous 
pouvez ainsi comparer expérimentalement les coefficients de 
dilatation des différents métaux et les ranger par ordre de gran- 
deur décroissante. De cette manière vous pouvez spécifier la 
nature de votre règle rigide idéale avant même d'introduire le 
mot « longueur ». 


Le Physicien. — Sans aucun doute, c’est bien ainsi qu'on 
devrait le définir. 


Le Relativiste. — Nous devons alors reconnaître que toute 
notre connaissance de l'espace repose sur la manière dont se 
comportent nos règles graduées matérielles, quand on suppose 
éliminés certains défauts, bien définis, de constitution. 


Le Physicien. — Je ne suis pas sûr d’être d'accord avec vous, 
car nous percevrons certainement le caractère d'exactitude ou 
d’inexactitude d’une relation telle que AB—2 CD, même si 
nous n'avons pas imaginé une règle graduée matérielle ; nous 
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pouvons par exemple dire qu'il y a deux fois plus de papier 
entre À et B qu'entre C et D. 


Le Relativiste. — Oui, pourvu que le papier soit uniforme. 
Mais alors que signifie l'uniformité du papier ? Qu'une longueur 
donnée en contient toujours la même quantité ; nous revenons 
à la nécessité de définir la longueur. Si au lieu de cela vous 
dites qu'il y a entre À et B une quantité d « espace » deux 
fois plus grande qu'entre G et D la même objection s'applique. 
Vous imaginez que les intervalles contiennent un espace uni- 
forme. Mais l'uniformité signifie simplement que chaque centi- 
mètre de votre règle rigide comprend la même quantité 
d'espace ; autrement dit, vous avez utilisé votre échelle gra- 
duée d’une manière arbitraire pour diviser l'espace en frag- 
ments que vous dites égaux. Tout cela nous ramène à la règle 
rigide. 

À mon avis vous aviez raison de dire que toute découverte 
vous était rendue impossible si l'on vous privait du secours 
de la mesure ; or, la mesure revient à l'emploi de procédés 
matériels. Maintenant, vous admettez que vos mesures ne peu- 
vent dépasser un certain ordre d’approximation et que vous ne 
les avez pas faites dans toutes les conditions possibles. Suppo- 
sons, par exemple, qu'un sommet de votre triangle soit situé 
dans un champ de gravitation extrêmement intense — infini- 
ment plus intense que tous ceux dont vous pouvez avoir une 
connaissance expérimentale. J'ai de bonnes raisons de penser 
que dans ces conditions il ne serait pas impossible que vos 
mesures faites avec une règle rigide vous donnent pour somme 
de deux des côtés du triangle une quantité sensiblement inférieure 
au troisième côté. Dans ce cas, seriez-vous disposé à rejeter la 
géométrie euclidienne ? 


Le Physicien. — Il serait, à mon avis, risqué de prétendre 
que la présence du champ de gravitation n'apporte aucune modi- 
fication dans l'expérience. 


Le Relativiste. — Je suppose, au contraire, que la modifica- 
tion est importante. 


Le Physicien. — Je veux dire par là que nous pourrions 
avoir à corriger nos mesures, car l’action d'une force intense 
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pourrait, peut-être, causer une déformation de la règle graduée. 


Le Relativiste. — Pardon, dans une règle rigide vous avez 
par définition éliminé toute déformation due à un effort. 


Le Physicien. — Oui, mais ici le cas est différent. L’allon- 
gement de la règle est déterminé par les positions que pren- 
nent les molécules sous l'effet des forces qui les sollicitent ; 
il pourrait y avoir, de leur part, comme une réponse au champ 
de gravitation qui serait commune à toutes les espèces possibles 
de matière. On pourrait à peine regarder cela comme un dé- 
faut et notre règle dite rigide n'en serait pas plus indépen- 
dante que toute autre espèce de matière. 


Le Relativiste. — Bien, mais que pensez-vous obtenir en 
corrigeant vos mesures ? Vous corrigez des mesures quand elles 
sont fausses par rapport à l'étalon. Vous faites, par exemple, 
des corrections aux lectures d’un He ne à hydrogène 
pour obtenir les indications correspondantes d'un thermomètre 
à gaz parfait parce que les molécules d'hydrogène ont des dimen- 
sions finies, qu'elles exercent les unes sur les autres des attrac- 
tions houle et que vous préférez prendre pour étalon un 
gaz idéal composé de molécules infiniment petites. Mais dans 
le cas actuel, quel étalon concevez-vous quand vous vous pro- 
posez de corriger des mesures faites avec une règle rigide ? 


Le Physicien. — Je vois la difficulté. Je n'ai aucune con- 
naissance de l’espace en dehors de celle que me fournissent mes 
mesures et n'ai point d'étalon meilleur que ma règle rigide. Il 
est alors bien difficile de donner la signification de mesures 
corrigées ; et pourtant il me semblerait plus naturel de suppo- 
ser que l'inexactitude de la proposition est due à des mesures 
mal conduites plutôt qu'à une modification dans le caractère 
de l'espace. 


Le Relativiste. — N'est-ce pas parce que vous êtes encore 
un peu métaphysicien ? Vous gardez de l’espace une notion 
qui dépasse vos mesures et vous êtes tout prêt à les rejeter 
plutôt que de supposer comme une distorsion de cet espace. 
Même si cette notion que vous avez de l'espace avait quelque 
raison d'être, pourquoi donc le supposeriez-vous euclidien ? 
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Votre seule raison de croire que l'espace est euclidien est que 
jusqu'ici vos expériences vous l'ont montré tel ; si maintenant 
des mesures faites en certains endroits de l’espace correspon- 
daient à une géométrie non euclidienne, toute raison de le sup- 
poser euclidien disparaîtrait. Mathématiquement et logique- 
ment les espaces euclidien et non euclidien sont sur le même 
plan. Votre préférence pour l’espace euclidien était fondée sur 
des mesures ; ce sont également des résultats de mesures qui 
doivent vous conduire à le conserver ou à l’abandonner. 


Le Physicien. — Voici mon point de vue. Je crois que mes 
eflorts tendent à mesurer quelque chose appelée longueur qui a 
un sens absolu dans la nature et qui joue un sn important 
dans ses lois. Cette longueur obéit à la géométrie euclidienne. 
Je crois que mes mesures, faites à l'aide d'un règle rigide, 
sont exactes quand toute cause de trouble, telle que la gravita- 
tion, est éhminée ; on peut au contraire s'altendre à ce que, dans 
un champ de gravitation, les mesures brutes ne donnent pas 
rigoureusement le même résultat. 


Le Relaliviste. — Vous faites donc trois hypothèses : 1° Il y 
a dans la nature quelque chose d'absolu correspondant à la 
longueur. 2° La géométrie correspondant à ces longueurs abso- 
lues est euclidienne. 3° Les mesures pratiques déterminent ces 
longueurs d'une manière rigoureuse quand il n’y a pas de force 
de gravitation. Je ne vois pas la nécessité de ces hypothèses et 
propose de les supprimer. « Hypotheses non fingo ». La 
deuxième me paraît plus particuhèrement prêter à objection. Vous 
supposez que celte grandeur absolue dans la nature obéit aux 
lois de la géométrie euclidienne ; mais c’est absolument con- 
traire aux principes scientifiques d'énoncer des lois arbitrai- 
res auxquelles doit obéir la nature alors que seule l'expérience 
nous permet de découvrir ses lois. Ici, il ny a qu'un résultat 
expérimental évident, c'est que la longueur mesurée — qui, 
d'après votre propre hypothèse, n'est pas nécessairement iden- 
tique à la grandeur absolue — obéit parfois à la géométrie 
euchdienne et parfois ne lui obéit pas. Il semblerait également 
raisonnable de mettre en doute votre troisième hypothèse au 
delà, par exemple, de la sixième décimale ; ce serait alors cher- 
cher la ruine de vos expériences les plus soignées et les plus 
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précises. Mais c'est dans la première hypothèse que mes opi- 
nions diffèrent essentiellement des vôtres. Y a-t-il quelque 
grandeur absolue dans la nature, que nous espérons détermi- 
ner quand nous faisons une mesure de longueur ? Quand nous 
essayons de déterminer le nombre de molécules contenues dans 
un fragment donné de matière, nous avons à utiliser des métho- 
des indirectes et des méthodes différentes peuvent donner systé- 
matiquement des résultats différents ; personne, pourtant, ne 
met en doute qu’il y a un nombre bien déterminé de molécules, 
de sorte qu'il est permis de dire que certaines méthodes sont 
bonnes théoriquement et d’autres inexactes. Le dénombrement, 
voilà ce qui nous paraît être une opération absolue. Mais il me 
semble que les autres opérations physiques ne doivent pas être 
mises sur le même plan. Toute grandeur physique, telle que 
la longueur, la masse, la force, etc. — qui n'est pas un nom- 
bre pur, ne peut être denie que comme le résultat d’une expé- 
rience physique basée sur des règles déterminées. 

Ainsi je ne puis concevoir une « longueur » dans la nature, 
indépendante de la définition du o de sa mesure. Quand 
bien même elle existerait, elle ne doit pas être prise en consi- 
dération en physique car elle dépasse l'expérience. Bien en- 
tendu, il est toujours possible que nous rencontrions quelque 
grandeur que ne nous donne pas directement l'expérience et 
qui joue un rôle fondamental dans la théorie. S'il en est ainsi, 
c'est évidemment elle qui interviendra dans les formules théo- 
riques. Mais il n'est pas bon de supposer l'existence d’une telle 
grandeur et de poser a priori les lois auxquelles elle doit se 
soumettre en comptant sur un hasard lointain pour prouver 
son utilité. 


Le Physicien. — Alors vous ne voudrez pas que J'accuse la 
règle graduée si la proposition n'est pas vérifiée ? 


Le Relativiste. — Mais si ! La responsable c'est bien elle. La 
géométrie naturelle n’est autre qu'une théorie de la manière 
dont se comportent les échelles graduées matérielles. Toute 
proposition de la géométrie naturelle n'est qu'un énoncé rela- 
tif aux propriétés des règles rigides, qui par suite devront rece- 
voir nos reproches ou notre confiance. Mais, n'allez pas dire 
que la règle rigide est fausse, car cela nécessiterait un étalon 
juste qui n'existe pas. 
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Le Physicien. — L'espace dont vous parlez doit être une 
sorte d'abstraction des propriétés d'extension de la matière. 


Le Relativiste. — Parfaitement ! Et quand je vous demande 
de bien vouloir considérer que cet espace peut être non eucli- 
dien, Je n'exige pas de vous un effort d'imagination extraor- 
res ; Je veux simplement dire que les propriétés d'extension 
de la matière sont soumises à des lois un peu modifiées. Chaque 
fois que nous cherchons expérimentalement les propriétés de 
l'espace, ce sont ces propriétés d'extension que nous trouvons. 
Il paraît donc logique de conclure que l’espace, tel que nous 
le connaissons, doit être une abstraction de ces propriétés maté- 
rielles et non quelque Inconnu d'un caractère plus transcendant. 
Les nouvelles méthodes de l’enseignement de la géométrie dans 
les écoles devraient être entièrement condamnées et ce serait 
induire les élèves en erreur que de leur faire vérifier les propo- 
sitions géométriques par des mesures, si l’espace qu'on leur 
fait étudier n'avait pas cette signification. 

Je devine chez vous un doute ; vous ne croyez pas que cette 
abstraction des propriétés d'extension de la matière réponde 
complètement à votre conception générale de l'espace ; et, 
comme une nécessité de la pensée, vous exigez quelque chose 
au-delà. Je ne pense pas qu'il soit nécessaire d'aller boulever- 
ser celle conception pourvu que vous admettiez qu'il ne s’agit 
pas des propriétés de cet Inconnu d’un caractère plus transcen- 
dant, quand nous décrivons une géométrie comme euclidienne 
ou non euclidienne. 


Le Mathématicien. — Cette thèse a été amplement dévelop- 
pée que l'espace n'est ni physique, ni métaphysique, mais uni- 
quement conventionnel. Voici un passage de Poincaré, dans 
« La Science et l'Hypothèse », qui traduit cette nouvelle forme 
de l'idée d'espace : 

« Si la géométrie de Lobatchewsky est vraie, la parallaxe d'une 
« étoile très éloignée sera finie ; si celle de Riemann est vraie, 
« elle sera négative. Ce sont là des résultats qui semblent acces- 
« sibles à l’expérience et on a espéré que les observations astro- 
« nomiques pourraient permettre de décider enire les trois géo- 
« métries. Mais ce qu'on appelle la ligne droite, en astrono- 
« mie, c'est simplement la trajectoire du rayon lumineux. Si 
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« donc, par impossible, on venait à découvrir des parallaxes 
« négatives, ou à démontrer que toutes les parallaxes sont supé- 
« rieures à une certaine limite, on aurait le choix entre deux 
« conclusions : nous pourrions renoncer à la géométrie eucli- 
« dienne ou bien modifier les lois de l'optique et admettre que 
« la lumière ne se propage pas rigoureusement en ligne droite. 
« Inutile d'ajouter que tout le monde regarderait cette solution 
« comme la plus avantageuse. La géométrie euchdienne n'a 
« donc rien à craindre d'expériences nouvelles ». 


Le Relativiste. — Cet exposé remarquable nous est d'un 
grand secours pour nous aider à comprendre le problème que 
nous envisageons actuellement. Poincaré met en lumière cette 
dépendance qui existe entre les lois de la géométrie et celles de 
la physique, dépendance que nous ne devons jamais perdre de 
vue. Nous pouvons ajouter à un des groupes de lois, celles que 
nous enlevons à l'autre. J’admets que l'espace est convention- 
nel — d’ailleurs le sens de tout mot d'une langue ne l’est-il 
pas ? Mais nous voici maintenant en présence de ce dilemme 
dont parle Poincaré bien que l'expérience cruciale ne soit pas 
précisément celle qu'il expose. Après avoir pesé le pour et le 
contre, je choisis la solution que l’on considère généralement, 
c'est du moins l'opinion de Poincaré, comme la moins avan- 
tageuse. L'espace ainsi choisi, je l'appelle espace physique 
et sa géométrie, la géométrie naturelle, tout en admettant la 
possibilité d’autres significations conventionnelles de l’espace 
et de sa géométrie. S'il n'y avait là que la seule question de 
la signification du mot « espace » — mot bien vague par lui- 
même — ces autres significations possibles pourraient présen- 
ter des avantages ; mais c'est que la signification attribuée aux 
notions de longueur et de distance marche de pair avec celle 
de l’espace ; et nous avons maintenant des grandeurs que le 
physicien a l'habitude de mesurer avec la plus grande exacti- 
tude ; elles sont fondamentales dans l'ensemble de notre con- 
naissance expérimentale du monde. Nous avons des notions 
sur ce que l'on peut appeler l'étendue de l'Univers stellaire et, 
quelle que soit leur valeur par rapport à la réalité définilive, 
elles ne sont pas qu’une pure et simple description de la ma- 
nière de localiser nos observations dans un espace mathémati- 
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que conventionnel et arbitraire. Devons-nous nous priver des 
termes dans lesquels nous avons l'habitude d'exprimer ces 
notions ? 

La loi de Mariotte établit que la pression d’un gaz est pro- 
portionnelle à sa densité. Or l'expérience montre que cette loi 
n'est vraie que d'une manière approchée. On gagnerait évi- 
demment une certaine simplicité mathématique en définissant de 
nouveau conventionnellement le mot pression de manière que la 
loi de Mariotte soit rigoureusement vraie. Mais ce serait faire 
preuve d’un absolutisme exagéré que de fixer ainsi le sens du 
mot « pression », ou alors il faudrait être bien sûr que le 
physicien n'aurait plus Jamais à faire usage du sens primitif 
du mot. 


Le Physicien. — J'ai une autre objection à présenter. En 
dehors de la mesure nous avons une perception générale de 


l'espace et cet espace que nous percevons est, au moins approxi- 
mativement, euclidien. 


Le Relativiste. — Nos perceptions ne sont que des 
mesures grossières et l'on a raison de dire que les mesures 
optiques faites à l’aide de nos yeux entrent pour une large part 
dans notre perception de l'espace. Si dans un champ de gra- 
vitation intense les mesures optiques et mécaniques condui- 
saient à des résultats divergents, il nous faudrait choisir l'éta- 
lon le plus avantageux et ensuite ne plus le quitter. Pourtant, 
sřloin que nous puissions en faire la constatation, ces mesures 
donnent des résultats concordants et par conséquent aucune 
difficulté ne se présente. Si donc les mesures physiques nous 
révèlent un espace non euclidien, l’espace de notre percep- 
tion sera également non euclidien. Si vous vous trouviez placé 
dans un champ de gravitation extrêmement intense, vous devriez 
percevoir directement le caractère non euclidien de l’espace. 


Le Physicien. — Un espace non-euclidien, cela paraît con- 
traire au bon sens ! 


Le Mathématicien. — Ce n'est pas du tout contraire à la 


raison, mais contraire à l'expérience courante, ce qui est bien 
différent puisque l'expérience se trouve rapidement limitée. 


Le Physicien. — Je ne me vois pas percevant un espace non 
euclidien ! 
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Le Mathématicien. — Vous n'avez cependant qu'à regarder 
l'image de la pièce où vous êtes dans un bouton de porte en 
métal poli et supposer que vous êtes l'un des habitants du monde 
que vous voyez. 


Le Relativiste. — Voici une autre question à discuter. La 
distance de deux points doit être la longueur mesurée à l’aide 
d’une règle rigide. Nous pouvons supposer les deux points maté- 
rialisés puisque d'une manière ou d'une autre il nous faut les 
déterminer en les rapportant à des objets matériels. Pour plus 
de simplicité nous supposerons ces deux points matériels dépour- 
vus de tout mouvement relatif de sorte que leur distance — 
quelle qu'elle soit — restera constante. Vous m'accorderez bien, 
j'espère, que le mouvement absolu n'existe pas, de sorte qu `l 
n'y a aucun état fondamental de la règle que nous puissions 
qualifier d'état de repos absolu. Rien ne nous empêche de faire 
nos mesures avec une échelle graduée animée de tous les mou- 
vements que nous pouvons imaginer et si les lectures, pour 
des mouvements différents, ne concordent pas, aucun crite- 
rium ne nous permettra de choisir le vrai résultat. De plus, si 
les points matériels glissent le long de l'échelle, la distance lue 
dépend essentiellement des instants que nous choisissons pour 
faire les deux lectures. 


Le Physicien. — C'est ce que vous pouvez éviter en définis- 
sant les distances comme les mesures faites avec une échelle dont 
la vitesse est la même que celle des deux points. Ceux-ci seront 
alors en contact permanent avec deux divisions déterminées 


de la règle. 


Le Relativiste. — Excellente définition ! Malheureusement elle 
ne concorde pas avec la signification habituelle de la distance. 
Quand le relativiste veut parler de cette longueur que vous 
venez de définir, il l'appelle la longueur propre ; dans la phy- 
sique non relativiste il ne semble pas qu'on ait utilisé cette 
notion. Vous concevez qu'il n'est guère commode de donner 
un mouvement rapide aux instruments de mesure de vos labo- 
ratoires — de leur donner par exemple la vitesse de deux parti- 
cules à dont vous voudriez avoir la distance propre. Il vous 
serait bien difficile de mesurer la longueur d’onde de la lumière 
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en vons basant sur cette définition (1). Aussi le physicien 
rapporte-t-1il ses longueurs à des appareils fixes par rapport à 
la Terre ; le mathématicien, lui, débute par ces mots : « Pre- 
nons des axes rectangulaires sans accélération Oz, Oy, Oz... » 
et suppose que les règles de mesure sont au repos par rapport 
à ces axes. Donc, employer le mot « longueur » implique néces- 
sairement quelque mouvement étalon arbitraire de l'appareil 
de mesure. 


Le Physicien. — Mais alors, si vous avez fixé un mouvement 
type de la règle à mesurer, il n'y aura plus aucune ambiguité 
dans les lectures relatives aux deux points matériels faites au 
même moment. 


Le Relativiste. — Oui ! Mais qu'appelez-vous le même mo- 
ment en des endroits différents ? La conception de la simulta- 
néité en des lieux divers est bien délicate. Y a-t-il un instant 
particulier dans le cours du temps d'un autre monde, Arcturus 
par exemple, qui soit le même que l'instant présent sur la 
Terre ? 


Le Physicien. — Oui, à mon avis, si un lien les unit. Nous 
pouvons observer un événement, par exemple un changement 
d'éclat, sur Arcturus, et en tenant compte du temps mis par 

s 
la lumière pour parcourir la distance qui nous sépare de ce 
P = za 
monde, déterminer sur la Terre l'instant correspondant à cet 
événement. 


Le Relativiste. — Il vous faut alors connaître la vitesse de la 
Terre à travers l'éther. La durée de propagation de la lumière 
qui nous vient d’Arcturus peut en effet se trouver raccourcie si 
la Terre et la lumière vont en quelque sorte à la rencontre l’une 
de l’autre. 


Le Physicien. — N'est-ce pas là une correction négligeable ? 


Le Kelativiste. — D'après une évaluation qui n’est en rien 
exagérée cette durée pourrait se trouver modifiée de plusieurs 
jours du fait du mouvement de la Terre. En réalité toute vitesse 
de la Terre par rapport à l’éther, jusqu’à la vitesse de la lumière, 


(') La longueur propre d’une onde lumineuse est en réalité infinie. 
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est admissible sans que, pour cela, nos observations soient le 
moins du monde modifiées, ou du moins, rien n’a été décou- 
vert qui soit en opposition avec ce principe. L'erreur pourrait, 
par conséquent être de plusieurs mois et même de plusieurs 
années. 


Le Physicien. — Ce que vous venez de nous montrer, c'est 
que notre science n'est pas assez étendue pour que nous puis- 
sions déterminer pratiquement des événements simultanés sur 
la Terre et sur Acturus. Jl ne s'ensuit pas qu'il n'existe aucune 
simultanéité bien définie. 


Le Relativiste. — C'est juste, mais il n'en reste pas moins 
possible que la raison pour laquelle nous sommes incapables, 
malgré nombre d'expériences remarquables, de déterminer pra- 
tiquement la simultanéité (ou ce qui revient au même, notre 
mouvement à travers l'éther) est qu'il n'existe pas de simulta- 
néité absolue pour deux événements distants. Il est donc préfé- 
rable de ne pas baser notre physique sur cette notion de simul- 
tanéité absolue qui peut ne pas exister et qui, de toute manière 
est en dehors de notre atteinte. 

Tout ceci nous montre que le temps, aussi bien que l'espace, 
se trouve impliqué dans nos mesures. En principe, on ne me- 
sure donc pas la distance de deux points de l'espace, mais la 
distance de ces deux points pris à des instants déterminés. 

Notre géométrie naturelle est encore incomplète ; il nous 
faut lui ajouter le temps ; nous aurons dans nos mesures autant 
besoin d'une horloge parfaite que d'une règle rigide. Il peut 
être difficile de choisir une horloge étalon idéale, mais quelle 
que soit sa définition, ce doit être une définition physique. 
Nous ne devons pas tourner la difficulté en disant que l'hor- 
loge parfaite est celle qui donne le temps parfait. La meilleure 
horloge théorique serait peut-être une impulsion lumineuse se 
propageant dans le vide entre deux miroirs situés aux extrémi- 
tés d’une règle rigide. Les instants d'arrivée de l'impulsion à, 
l'une des extrémités définiraient des intervalles de temps égaux. 


Le Physicien. — Il me semble que votre unité de temps 
variera avec le mouvement de votre horloge à travers l’éther. 


Le Relativiste. — Parce que vous la comparez encore à quel- 
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que notion de temps absolu. Pour moi, je n'ai aucune notion 
du temps en dehors de celle que me fournit un type bien 
défini d'horloge (notre perception directe de la marche du temps 
est sans doute liée à des phénomènes moléculaires dans notre 
cerveau, qui jouent le rôle d'une horloge matérielle). Si vous 
connaissez une horloge meilleure, adoptons-la ; mais une fois 
choisie notre horloge idéale, nous devrons nous rendre à ses 
jugements car ils sont sans appel. Vous devrez vous rappeler 
également que si vous voulez déterminer la seconde en un lieu 
bicn défini, vous devrez fixer votre horloge à ce que vous consi- 
dérez comme ce lieu bien défini. La nécessité de préciser le 
mouvement de l'horloge nous montre que l’on ne peut considérer 
le temps sans faire intervenir l’espace ; il y a une géométrie qui 
réunit ces deux notions. 


Le Physicien. — Est-il juste d'appeler cette étude une géo- 
métrie ? La géométrie ne concerne-t-elle pas l'espace seul ? 


Le Mathématicien. — Je n'y vois aucune objection. Il devient 
simplement nécessaire de considérer le temps comme une 
quatrième dimension. Votre géométrie naturelle complète sera 
une géométrie à quatre dimensions. 


Le Physicien. — Aurions-nous enfin découvert cette qua- 
trième dimension si longtemps cherchée ? 


Le Mathématicien. — Cela dépend du genre de la quatrième 
dimension que vous cherchiez. Ce n'est sans doute pas dans le 
sens où vous l’entendez. Pour moi cela signifie simplement que 
je dois ajouter une quatrième variable t aux trois variables 
d'espace z, y, z. Quant à savoir ce que représentent réellement 
ces variables, cela ne me regarde pas. Vous me donnez un cer- 
tain nombre de lois fondamentales auxquelles elles satisfont et 
je m'arrange de façon à en déduire des conséquences qui peu- 
vent présenter de l'intérêt pour vous. Que ces quatre variables 
soient la pression, la densité, la température et l'entropie d'un 
gaz, peu m'importe. Vous n'iriez tout de même pas dire que le 
gaz a quatre dimensions parce que quatre variables mathémati- 
ques vous sont nécessaires pour définir son état. Votre emploi du 
mot « dimension » est, Je crois, plus restreint que le mien. 


Le Physicien. — Je sais qu'il nous est souvent utile de repré- 
2 
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senter la pression et le volume par des longueurs portées sur 
deux droites rectangulaires tracées sur une feuille de papier ; 
c'est ainsi que la géométrie peut avoir une application à la théorie 
des gaz ; mais n'est-ce pas aller un peu loin de dire que la 
géométrie peut opérer directement sur ces quantités et qu’elle 
ne s'occupe pas exclusivement des longueurs de l’espace ? 


Le Mathématicien. — Non, car la géométrie est aujourd'hui 
pour une large part une méthode d'analyse de sorte que par 
sa forme autant que par son effet elle est à même d'opérer sur 
des variables d’une nature complètement inconnue. Il est vrai 
que souvent J'aperçois plus facilement les résultats en consi- 
dérant mon x et mon y comme des longueurs tracées sur une 
feuille de papier. Il pourra même m'être utile pour obtenir 
d’autres résultats de les interpréter comme la pression et la den- 
sité à l’intérieur du cylindre d’une machine à vapeur ; seulement 
une machine à vapeur n’est pas un instrument aussi maniable 
qu'un crayon. On a raison de dire que je n'ai pas besoin de 
connaître la signification des variables x y z t dont je m'occupe. 
C'est heureux pour le relativiste parce que, si ma notion de 
l'espace absolu n’est qu’une illusion, il ne m'a donné aucun 
moyen de me représenter les grandeurs dont il a défini soigneu- 
sement les procédés de mesure. 


Le Physicien. — Etrange sujet d'étude que le vôtre ! Vous 
nous avez, avoué au début que cela ne vous regardait pas de 
savoir si vos propositions étaient vraies ou non et maintenant 
vous venez nous dire que vous ne vous souciez même pas de 
savoir de quoi vous parlez. 


Le Mathématicien. — Voilà une excellente définition des ma- 
thématiques pures, qui a, du reste, déjà été donnée par un 
mathématicien éminent (*). 


(*) Les mathématiques pures sont entièrement composées d’affirmations 
construites sur le modèle suivant : Si telle proposition est vraie d’une chose 
quelconque, telle autre proposition est vraie de cette même chose. Il est , 
inutile de chercher à savoir si la première proposition est réellement vraie, 
et de spécifier la nature particulière de la chose dont il s’agit. On peut 
donc définir les mathématiques pures comme une étude où l’on ignore de 


quoi on parle et où l’on ne sait pas si ce qu’on dit est vrai (Bertrand 
Russell). 
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Le Relativiste. — Je crois qu'il y a une signification réelle 
attachée au temps considéré comme quatrième dimension et non 
plus, simplement, comme une quatrième variable. Le terme 
« dimension » me paraît lié à une idée d'ordre. Mon opinion 
est que l'ordre des événements dans la nature est un ordre qua- 
dridimensionnel indissoluble. Nous pouvons le diviser arbitrai- 
rement en espace et en temps de la même manière que nous 
pouvons diviser l'ordre de l’espace en longueur, largeur et hau- 
teur. Mais l'espace sans le temps est aussi incomplet qu'une sur- 
face sans épaisseur. 


Le Mathématicien. — Voulez-vous dire que l'Univers réel 
que nous révèlent les phénomènes de la nature est à quatre 
dimensions ? 


Le Relativiste. — Je pense que dans l'Univers réel il doit 
exister un groupe d’entités liées les unes aux autres dans un 
ordre quadridimensionnel bien défini et qu'elles sont les bases 
de l Univers que nous percevons aussi loin que la physique nous 
a permis de l'explorer. ĮI est peut-être possible de choisir un 
groupe quadridimensionnel d’entités dans un Univers fonda- 
mental à cinq dimensions, ou même seulement à trois dimen- 
sions. Les lignes droites dans l’espace à trois dimensions forment 
un groupe quadridimensionnel d’entités, autrement dit elles 
ont un ordre quadruple. On ne peut donc pas prévoir le nombre 
ultime des dimensions de l'Univers — si toutefois le mot dimen- 
sions est applicable. 


Le Physicien. — Que penserait un philosophe de ces con- 
ceptions ? S’occupe-t-il uniquement d’un espace-temps méta- 
physique qui soit complètement en dehors du domaine de la 
mesure P 


Le Relativiste. — Tant qu'il n'est que psychologue, nos résul- 
tals doivent l'intéresser. La perception est une sorte de mesure 
physique imparfaite et l'espace-temps perçu n'est autre que 
l'espace-temps mesuré, objet de la géométrie naturelle. Les 
autres points de vue doivent le concerner d’une manière moins 
immédiate. Les physiciens et les philosophes ont été pendant 
longtemps, d'accord sur ce fait que le mouvement à travers 
l'espace absolu n’a aucun sens ; en physique, la question pré- 
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cise est de savoir si le mouvement à travers l’éther a une signi- 
fication quelconque. À mon avis, elle n'a pas de sens ; mais 
cette réponse, bien qu'elle cause un rapprochement étroit de 
la physique et de la philosophie, n’a aucun rapport avec la 
question philosophique du mouvement absolu. Je pense pour- 
tant que nous sommes en droit d'attendre de la part des philo- 
sophes une bienveillante attention puisque nous donnons à leurs 
idées une application pratique peut-être inattendue. 


Résumons maintenant les conclusions que l'on peut tirer de 
cette conversation. Nous avons essayé de donner une significa- 
tion précise du terme «espace » de manière à nous rendre capa- 
bles de déterminer exactement les propriétés de l’espace dans 
lequel nous vivons. Il n’y a pas moyen de déterminer les pro- 
priétés du nôtre par un raisonnement a priori, car nous avons 
à choisir parmi un grand nombre de genres possibles d'espaces 
et aucun d'eux ne peut être regardé comme plus vraisemblable 
que les autres. Pendant plus de deux mille ans nous nous som- 
mes crus dans un Univers euclidien, car certaines expériences 
avaient favorisé cette présomption ; or, il y a de fortes raisons 
de penser que ces mêmes expériences poussées à un degré de 
précision plus grand décident en faveur d’'Univers légèrement 
différents (dans le voisinage de corps attirants). Le relativiste 
ne voit aucun motif de « changer les règles du jeu » dans ce 
fait que les résultats ne concordent pas avec les prévisions. En 
conséquence, quand il parle de l'espace, il désigne celui que 
nous révèle la mesure, quelle que soit sa géométrie. Il montre 
que c'est là l’espace dont s'occupe le der et de plus, c'est 
celui de notre perception usuelle. Si on l’accusait de vouloir 
ainsi s'approprier le terme « espace » il représenterait, pour sa 
défense, que c'est cette signification même du terme que l'on 
a utilisée jusqu'ici en o ; ce n'est que récemment que 
quelques physiciens « conservateurs », effrayés par les consé- 
quences révolutionnaires des expériences modernes, ont com- 
mencé à Jouer avec cette idée d'un espace a priori dont les 
propriétés ne peuvent pas être établies par l'expérience — un 
espace métaphysique — auquel ils attribuent arbitrairement 
des propriétés euclidiennes malgré ce fait évident que sa géomé- 
trie ne pourra jamais être confirmée expérimentalement. Tandis 
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que le relativiste, en définissant l'espace comme un espace me- 
suré, reconnaît nettement que toute mesure comporte l'emploi 
d'ua appareil matériel ; la géométrie qui en résulte est une étude 
des propriétés d'extension de la matière. Il se refuse à considérer 
toute autre entité d'une transcendance plus élevée. 

Mon deuxième point, le voici : puisque la géométrie naturelle 
est l'étude des propriétés d'extension de la matière et que l'on 
a trouvé que leur ordre dans l'espace ne peut être envisagé 
indépendamment de leur ordre dans le temps, il est devenu 
nécessaire de généraliser notre géométrie en y faisant intervenir 
une quatrième dimension, le temps. 


CHAPITRE I 


LA CONTRACTION DE FITZGERALD-LORENTZ. 


Que, pour examiner la vérité, il est besoin une fois en sa vie de mettre 
tcutes choses en doute autant qu'il se peut. 


Descartes (Principes de la Philosophie). 


Un nageur dans une rivière meltra-t-1l plus de temps à par- 
courir un trajet de 100 mètres en sens contraire du courant, 
suivi du trajet de retour au point de départ, qu'à faire ce même 
aller et retour perpendiculairement à la direction précédente ? 

Il y a dans le premier cas une longue lutte contre le courant 
puis un retour favorisé par celui-ci, mais qui est trop court 
pour compenser le retard de la première phase du trajet. Dans 
le second cas il y a également une gêne due au courant car le 
nageur doit dépenser une partie de son énergie à vaincre l'effet 
d'entraînement de la rivière. Mais aucun nageur n'hésitera à 
dire que la gêne est plus grande dans le premier cas. 

Prenons un exemple numérique. Supposons la vitesse du 
nageur égale à 5o m. à la minute en eau calme et celle du 
courant à 30 m. à la min. La vitesse dans le sens opposé au 
courant est alors de 20 m. à la min., celle dans le sens même 
de 8o m. à la min.. La première phase du trajet — celle con- 
ire le courant — dure 5 minutes, la deuxième 1,25 min. ; 
total : 6,25 min. Dans son parcours transversal le nageur 
doit, pour atteindre le point fixe B, prendre pour but un cer- 
tain point E de la rivière qui vient coïncider avec B au moment 
où lui-même atteint ce point ; de sorte que OE représente le 
parcours correspondant en eau calme, EB la valeur de sa dérive. 
Ces deux distances doivent être dans le rapport de 5o à 30 et 
le triangle rectangle OBE nous montre alors que OB corres- 
pond à 40. Comme OB= 100 m., OE =125 m. et la durée 
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du parcours OB est 2,5 min. ; le même temps sera égale- 
ment nécessaire pour le retour ; durée du trajet complet 

5 min.. En eau calme il aurait fallu 4 min.. Le rapport des 
durées des deux trajets longitudinal et transversal est donc de 


Fig. 1. 


2) 
E rappori que nous pouvons mettre sous la forme : 


<a (0y 
VE ia 
ce qui met en évidence la manière dont le résultat dépend du 
rapport de la vitesse du courant à la vitesse du nageur, 30/50. 
Une expérience célèbre basée sur ce principe a été faite en 
Amérique en 1887. Le nageur était une onde lumineuse que 
nous savons « nager » à travers l’éther avec.une vitesse de 
300.000 km. par sec.. L’éther coulait entre les murs du labo- 
ratoire comme une rivière entre ses bords. L'onde lumineuse 
était divisée par une réflexion partielle sur un miroir faiblement 
argenté, en deux parties dont l’une avait à parcourir Faller et 
le retour dans la direction du courant, et l’autre le trajet dans 
la direction perpendiculaire. Aux points où les deux ondes de- 
vaient rebrousser chemin se trouvaient deux miroirs qui les 
renvoyaient à leur point de départ. Pour juger du résultat de 
cette course, un système optique permettait d'obtenir des fran- 
ges d’interférence ; par la superposition des deux ondes à leur 
retour on pouvait en effet savoir si l'une d'elles s'était trouvée 
retardée par rapport à l'autre, si par exemple une crête de 
l’une, au lieu de coïncider avec une crête de l'autre, était venue 
se superposer à un creux . 


h 


to 
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Au grand étonnement de Michelson et Morley qui faisaient 
l'expérience, cette dernière fut muette. Il est vrai qu'on igno- 
rait la direction du courant d’éther — qu'ils espéraient mettre 
en évidence grâce à l'expérience elle-même. On avait du reste 
paré à cette lacune en donnant à l'appareil différentes orien- 
tations. {l se pouvait aussi qu'il n'y eût réellement aucun cou- 
rant d'éther au moment de l'expérience. Mais la Terre a une 
vitessse de 30 km. par sec. et change sans cesse d'orientation 
dans sa rotation autour du Soleil ; par conséquent, à une cer- 
taine époque de l’année, la vitesse du laboratoire terrestre par 
rapport à l'éther était d'au moins 30 km. par sec.. L'expérience 
aurait permis de constater le retard dû à un courant d’une vilesse 
beaucoup moindre ; dans une répétition de cette expérience qui 
fut faite en 1905 par Morley et Miller un courant de 3 km. par 
sec. aurait pu être décelé. 

Si nous avons deux concurrents dont on sait que l'un va 
moins vite que l’autre, et qui néanmoins arrivent ensemble au 
poteau d'arrivée, ils n'auront évidemment pas parcouru des che- 
mins égaux. Pour confirmer ce point, l'appareil entier subis- 
sait une rotation d'un angle droit de sorte que le parcours dans 
le sens du courant devenait cette fois le parcours dans le sens 
perpendiculaire et réciproquement. Nos deux concurrents échan- 
geaient leurs pistes mais l'expérience montra encore qu'ils arri- 
valent ( ex æquo }. 

Le caractère surprenant de ce résultat est bien mis en lumière 

uand on le compare au résultat obtenu dans une expérience 
semblable faite sur les ondes sonores. Le son consiste en ondes 
se propageant dans l'air ou dans une autre matière, de même 
que la lumière consiste en ondes se propageant dans l'éther. 
On pourrait faire sur le son une expérience exactement sembla- 
ble à celle de Michelson, avec un courant d’air circulant dans 
l'appareil, au lieu d’un courant d'éther. Dans ce cas on mettrait 
sûrement en évidence le retard maximum subi par le son quand 
celui-ci a le sens du courant. Pourquoi donc la lumière semble- 
t-elle se conduire autrement ? 

L'interprétation immédiate de ce résultat remarquable est 
que chaque parcours subit automatiquement une contraction 
quand, de parcours transversal, il devient parcours longitudi- 
nal, de sorte que, quel que soit le bras de l'appareil qui prend 
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le sens du courant d'éther, il devient aussitôt le plus court des 
deux. Le chemin que suit la lumière est déterminé par lappa- 
reil matériel et rigide ; nous devons donc supposer que toute 
partie de cet appareil a une longueur variable avec son orienta- 
tion par rapport au courant d'éther. On a trouvé que la nature 
de la matière formant l'instrument (métal, pierre, bois) n'a 
aucune influence sur l'expérience. La contraction doit donc 
être indépendante de la matière ; le retard qu'on s'attendait à 
observer ne dépendant que du rapport de la vitesse de l’éther 
à la vitesse de la lumière, la contraction qui compense exacte- 
ment ce retard se trouve donc également bien définie par ce 
même rapport. 

Cette explication fut proposée par Fitzgerald et, à première 
vue, elle semble une hypothèse bien étrange et arbitraire. Elle 
est pourtant devenue très plausible depuis les recherches théori- 
ques de Larmor et de Lorentz. Dans des conditions normales 
la forme et les dimensions d'un solide sont maintenues par les 
forces de cohésion qui s'exercent entre les particules qui le 
constituent. Quelle est la nature de cette cohésion ? Nous pré- 
sumons qu'elle doit tirer son origine des forces électriques qui 
agissent sur les molécules. Or l'éther est le milieu dans lequel 
les forces électriques ont leur siège ; par conséquent, la manière 
dont s'écoule le mileu électrique par rapport aux molécules 
ne doit pas être indifférente à ces forces. Quand le courant 
varie il doit y avoir une variation correspondante des forces de 
cohésion et nous devons nous attendre à observer une nouvelle 
forme et de nouvelles dimensions du corps solide. 

La théorie de Larmor et de Lorentz nous rend capables d’étu- 
dier dans le détail cette variation des forces de cohésion. Les 
formules connues de l'électromagnétisme montrent que la nou- 
velle forme d'équilibre du corps aura subi une contraction dans 
le sens et de la quantité voulus par l'hypothèse de Fitzgerald (€). 

La contraction dans la plupart des cas est extrêmement petite. 


5, 


Nous avons vu qu'elle se faisait dans le rapport de q / TAL ï 


quand le rapport de la vitesse du courant à celle du nageur était 
de 3/5. La vitesse de la Terre sur son orbite est environ 1/10.000 


(*) Appendice. Note x1. 
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de la vitesse de la lumière, ce qui donne une contraction dans le 


10,000 
de 1/200.000.000 ; le diamètre de la Terre dans la direction de 


son mouvement se trouve donc raccourci de 6 cm. 5. 

L'expérience de Michelson et Morley ne nous a pas permis de 
déceler notre mouvement par rapport à l’éther, car l'effet que 
nous devions observer (le retard d'une des ondes lumineuses) 
est exactement compensé par une contraction automatique 
de la matière constituant l'appareil. D’autres expériences ingé- 
nieuses, tant électriques qu'optiques, et d’un caractère plus tech- 
nique ont été essayées. Toutes ont échoué, car il y a toujours 
quelque part une compensation qui se fait automatiquement. 
Elles nous ont conduit à penser qu'il y a dans la nature des 
choses un principe, cause de cette compensation inévitable qui 
nous empêchera toujours de déterminer notre mouvement à 
travers l'éther. Que nous soyons au repos par rapport à lui 
ou que nous y soyons précipités avec une vitesse presque égale 
à celle de la lumière, voilà qui ne crée aucune différence dans ce 
qu'il nous est POLE d'observer. 

Ces considérations peuvent sembler une généralisation témé- 
raire des résultats que nous ont fournis les quelques expériences 
qui ont pu être faites, et dans des cas bien particuliers, puisque 
nous ne pouvons expérimenter que sur le petit groupe des vites- 
ses que nous donne le mouvement de la Terre sur son orbite. 
Avec un groupe plus étendu, des variations résiduelles pour- 
raient se révéler. Pourtant il y a une autre raison qui nous 
porte à croire que cette compensation n'est pas seulement ap- 
proximalive, mais complète ; on a pu, en effet, la suivre théori- 
quement jusqu’à son origine dans les lois bien connues de la 
force électromagnétique ; et ici elle est mathématiquement 
exacte. La généralisation est, par suite, bien justifiée, du moins 
tant que les phénomènes observés ont une cause électromagné- 
tique, et que les lois universellement admises de l'électroma- 
gnéfisme sont applicables et vraies. 

Cette généralisation nous conduit à ce que l’on a appelé le 
Principe de Relativité restreinte 

Il est impossible, par quelque expérience que ce soit, de 
mettre en évidence un mouvement uniforme par rapport à 
l’éther. 


z 4 x à š 
rapport de y Fa l } à 1, c'est-à-dire un raccourcissement 
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Il y a des forces de la nature que, jusqu'ici, l'on n’a pas pu 
faire rentrer dans le cadre du schéma électromagnétique — 
la gravitation, par exemple — et pour ces forces d'autres expé- 
riences sont nécessaires. En vérité nous n'avions pas le droit, 
plus haut, de dire que le diamètre de la Terre subissait une 
contraction de 6 cm. 5, car la forme du globe est principalement 
déterminée par la gravitation tandis que l'expérience de Michel- 
son et Morley se rapporte à des corps où n'interviennent que les 
forces de cohésion. Mais il y a des raisons théoriques sérieuses 
de croire que la compensation a également lieu dans les phéno- 
mènes se rapportant à la gravitation ; nous admettrons donc que 
le principe est applicable à toutes les forces de la nature. 

Supposons, pour un moment, qu'il n’en soit pas ainsi et qu'il 
soit possible de déterminer un mouvement absolu. de la Terre, 
par des expériences ou des observations ayant trait à la gravi- 
tation. Cette détermination Jjetterait-elle un peu de lumière sur 
notre mouvement par rapport à l'éther ? Je ne pense pas. Elle 
montrerait qu il existe une sorte d'étalon de repos par rapport 
auquel la loi de gravitation prend une forme simple et symé- 
trique ; cet étalon correspondrait sans doute à quelque milieu 
gravitationnel et c'est par rapport à ce milieu que notre mou- 
vement se trouverait déterminé. De même si le mouvement nous 
était révélé par des phénomènes vitaux ou psychiques, ce serait 
un mouvement par rapport à quelque milieu vital ou psychique. 
L'éther défini comme le siège des forces électriques ne peut nous 
être révélé (si toutefois la A est possible) que par des phé- 
nomènes électriques. 

Il est bon de se rappeler qu'il est légitime et rationnel 
d'adopter le principe de relativité même si les preuves expéri- 
mentales sont insuffisantes. Dans la dynamique newtonienne 
les phénomènes ne dépendent pas du mouvement uniforme du 
système de référence. Ge fait ne demande aucune explication 
car il est difficile de voir pourquoi ce mouvement pourrait 
avoir un effet. Si dans d’autres phénomènes le principe se trouve 
en défaut, nous chercherons alors une explication de sa faillite 
— et sans aucun doute, nous en trouverons une plausible — ; 
mais tant que l'expérience ne le Met pas en échec, ce serait 
perdre son temps que d'aller au-devant d’une telle complica- 
tion. Evidemment, la physique ne peut pas s'occuper de toutes 
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les complications possibles qui peuvent exister dans la nature, 
mais dont aucune, jusqu'ici, ne nous a été révélée par l'expé- 
rience. 

Le principe de relativité présente des conséquences d'un 
caractère véritablement révolutionnaire. Considérons le cas sui- 
vant qui est sans doute exagéré — ou peut être le cas réel, nous 
ne pouvons rien en dire. Que le lecteur se suppose lancé dans 
.l'éther verticalement et de bas en haut, avec une vitesse de 
260.000 km. par sec. ; s'il lui plaît d'affirmer que telle est 
sa vitesse, personne ne pourra trouver une preuve suffisante 
pour le contredire. Pour cette vitesse, la contraction de Lorentz 
est de 1/2 de sorte que tout objet horizontal prend une longueur 
moitié moins grande quand il est placé verticalement. Couché 
dans votre lit vous avez par exemple 6 pieds de long (+) ; levez 
vous et restez debout, votre hauteur n'est plus que de 3 pieds. 
Vous êtes incrédule p Bien, je vais alors vous le prouver ! Pre- 
nez un yard à mesurer placé verticalement ; il subit la contrac- 
tion de Fitzgerald et ne vaut plus que 1/2 yard. Si vous vous 
en servez pour vous mesurer, vous trouvez exactement 2 demi- 
yards. « Mais », me direz-vous, « je vois bien que mon yard ne 
change pas.de longueur quand je le tourne ». D'accord ! Mais 
ce que vous percevez, c'est l'image de la règle sur la rétine de 
votre œil ; vous avez la sensation que cette image occupe le 
même espace de votre rétine dans les deux positions ; or, votre 
rétine a subi la contraction dans la direction verticale sans que 
vous vous en doutiez, de sorte que vos estimations visuelles 
d’une longueur verticale sont doubles de ce qu'elles devraient 
être. Et il en est de même dans toutes les expériences que vous 
pouvez imaginer. Comme tout est modifié dans la même pro- 
portion, rien ne semble modifié. 

On peut concevoir des expériences électriques ou optiques ; 
dans ce cas, l'explication est plus difficile car nous avons à con- 
sidérer l'effet du rapide courant d’éther sur les forces électri- 
ques ou les ondes lumineuses ; mais la conclusion est invaria- 
blement la même ; toutes ces expériences ne nous révèlent rien. 
En voici un exemple. Pour éviter une distorsion de la rétine 


G) Nous rappelons que : r yard =3 pieds = 0,9144 m. et que 
I pied = 12 pouces = o m. 306. (Note du Trad.). 
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couchez-vous sur le dos par terre et observez à l’aide d'un miroir 
convenablement orienté, une règle que quelqu'un fait tourner 
de la position horizontale à la position verticale. Vous ne vous 
apercevrez naturellement d'aucune variation dans la longueur 
et on ne peut pas, cette fois, s'en prendre à la rétine. Mais 
l'image dans le miroir, est-elle une reproduction fidèle de ce 
qui se passe réellement ? Dans un miroir plan au repos, l'image 
est correcte ; les rayons [lumineux obéissent aux lois ordinaires 
de la réflexion comme une boule de billard qui rebondit sur une 
plaque élastique. Mais si la plaque est animée d’un mouvement 
rapide l'angle de rebondissement de la boule sera modifié ; il 
en est de même pour le mouvement rapide d'un miroir par 
rapport à l’éther : les lois de la réflexion se trouvent modifiées. 
Un calcul rigoureux montre que le miroir mobile doit causer 
une Don de l'image de manière à cacher exactement les 
variations de longueur qui existent. 

Le mathématicien n'a pas besoin d'entrer dans le détail de 
touies les expériences possibles. Il sait que la compensation 
parfaite est inhérente aux lois fondamentales de la nature et doit 
avoir par conséquent lieu dans tous les cas. Par suite, si l'on 
parle devant lui de quelque expérience destinée à mettre en 
évidence ces effets, la première chose qu'il fait c'est de recher- 
cher la faute qui s'est inévitablement glissée dans le raisonne- 
ment. Notre vitesse par rapport à l'éther peut être beaucoup 
moindre que celle que nous avons supposée précédemment et 
les variations de longueur peuvent être extrêmement petites ; 
mais le point nr le est qu’elles échappent à l'observation 
non parce qu'elles sont petites (si toutefois elles le sont), mais 
parce que d'après leur nature même elles sont inobservables. 

Il existe une réciprocité remarquable au sujet de l'effet du 
mouvement sur la longueur, et on peut l'illustrer par cet autre 
exemple. Admettons que, par suite des progrès de l'aviation, un 
homme puisse atteindre dans son vol la vitesse de 260.000 km. 
par sec.. Nous le supposerons dans un avion confortable et bien 
aménagé dans lequel il puisse se mouvoir et agir d'une manière 
normale ; supposons-le également allongé dans la direction du 
vol. Si nous pouvons, lors de son passage, jeter sur lui un 
coup d'œil rapide, nous apercevrons une forme de 3 pieds de 
longueur, mais ayant la largeur et le tour de taille d’un 
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homme normal. Chose étrange : il paraît parfaitement incon- 
scient de son aspect grotesque ! S'il se regarde dans un miroir 
fixé à l'avion, il se voit avec ses proportions habituelles ; c'est, 
comme nous l'avons déjà expliqué, la conséquence de la con- 
traction de sa rétine et de la distorsion causée par le miroir 
mobile. Mais, quand il jette les yéux sur nous, il aperçoit une 
race bizarre d'hommes qui semblent avoir passé dans quelque 
laminoir ; l'un d'eux paraît n'avoir que 10 pouces de largeur 
d'épaules ; un autre, tourné à angle droit du premier, est pres- 
que « une longueur et une largeur sans épaisseur ». Quand 
ils pivotent, leur apparence change, comme les images que l'on 
pouvait voir dans ces miroirs convexes autrefois à la mode. S'il 
est arrivé au lecteur d'observer un match de cricket au moyen 
d’une jumelle à prismes, il aura eu exactement une impression 
de ce genre en raison de l’exagération du relief. 

C'est la réciprocité de ces apparences —— chacun des deux 
corps en mouvement se figurant que c'est l’autre qui a subi 
une contraction — qui est si difficile à se représenter. Voici 
un paradoxe qui dépasse même l'imagination de Swift. Gulliver 
prenait les Lilliputiens pour une race de nains et les Lillipu- 
tiens regardaient Gulliver comme un géant. C'est naturel. Mais 
si les Lilliputiens avaient semblé des nains à Gulliver et que 
Gulliver eût paru un näin pour les Lilliputiens — Non ! Voilà 
qui eût paru par trop absurde à notre imagination et c'est bien 
là une de ces idées invraisemblables que l'on ne peut trouver 
que dans les pages austères de la Science ! 

Il est aisé de voir que cette réciprocité n’est qu'une consé- 
quence du principe de relativité. L'aviateur doit observer une 
contraction de Fitzgerald dans les objets qui se meuvent rapi- 
dement par rapport à lui, de même que nous observons la con- 
traction des objets qui se meuvent par rapport à nous, et qu'un 
observateur au repos dans l'éther observerait celle des objets 
mobiles par rapport à l’éther. Tout autre résultat lui permet- 
trait de meltre en évidence un effet dû à son mouvement propre 
par rapport à à l’éther. 

Qui a raison, de nous ou de l’aviateur ? Ou bien, tous deux, 
ne sommes-nous pas victimes d'une illusion ? Ce n'est pas une 
illusion au sens ordinaire du mot, puisque nos impressions res- 
pectives peuvent être confirmées par l'expérience et le calcul. 
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Personne ne sait qui a raison et personne ne le saura jamais 
car nous ne pourrons jamais trouver ce qui est vraiment en 
repos par rapport à l’éther — si toutefois nous admettons l'exis- 
tence de l’éther. 

Ce n'est pas seulement dans l’espace que de pareilles varia- 
tons se présentent, c'est aussi dans le temps. Si nous avons 
observé avec soin l’aviateur, nous avons pu conclure que ses, 
mouvements avaient une lenteur inaccoutumée et que les événe- 
ments qui se déroulaient dans l'avion semblaient également 
retardés — comme si le temps avait oublié de s'écouler ! Son 
cigare eût paru durer deux fois plus de temps que les nôtres. J'ai 
dit « conclure » à dessein car le ralentissement du temps observé 
eût été beaucoup plus exagéré ; mais cela s'explique aisément, 
la distance qui nous sépare de l'aviateur augmentant sans cesse 
et la lumière devant mettre un temps de plus en plus long pour 
nous atteindre. Le retard plus modéré que nous avons conclu 
subsiste après que nous avons tenu compie de la durée de 
propagation de la lumière. 

Mais la réciprocité intervient encore ici car pour l'aviateur 
c'est nous qui voyageons à 260.000 km. par sec., et une fois 
faites toutes les corrections qu'il croit devoir faire il doit con- 
clure que c'est nous les paresseux qui ne nous pressons pas. 
Pour lui, notre cigare dure deux fois plus de temps que le sien. 

Voyons de plus près comment ces deux opinions peuvent 
s'accorder. Imaginons que, lui et nous, nous allumions des 
cigares semblables au moment où il passe près de nous. Au bout 
de 30 minutes notre cigare est terminé. Cet événement porté 
par les ondes lumineuses bondit dans l’espace à la vitesse de 
300.000 km. par sec. pour rattraper l'aviateur qui ne voyage 
qu'à 260.000 km. par sec. et qui avait une avance de 30 minu- 
tes au départ. Le signal mettra près de 194 minutes pour le 
rattraper, ce qui nous donne un temps total de 224 minutes 
depuis que nous avons allumé notre cigare. La montre de l'avia- 
teur, comme tout ce qui l'entoure (y, compris son cigare) ne 
marche qu'avec une vitesse moitié de leur vitesse normale ; 
aussi ne compte-t-il que 112 minutes quand notre signal lui 
parvient. L'’aviateur sait, bien entendu, que ce n'est pas là le 
temps qu'a brûlé notre cigare et qu'il doit faire la correction 
pour la durée de propagation de la lumière. Il se pose donc 
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ce problème : — une personne a par rapport à moi une vitesse 
de 260.000 km. par seconde ; elle a voyagé pendant x minutes, 
temps au bout duquel elle a émis un signal qui a parcouru la 
même distance en sens inverse, à la vitesse de 300.000 km. par 
sec. ; le temps total entre le moment où la personne m'a 
quitté et celui où le signal m'est parvenu est de 112 minutes. 
Trouver x P Réponse : x = 6o min.. Il en conclut par consé- 
quent que notre cigare a duré une heure, c'est-à-dire 2 fois 
plus que le sien. D'après sa montre son cigare a duré 30 minu- 
tes (car le même ralentissement affecte à la fois sa montre et 
son cigare) ; pour nous il avait semblé durer deux fois plus de 
temps que le nôtre puisque sa montre ne marche qu'avec une 
vitesse moitié moindre. 
Voici le tableau qui résume la discussion 


Montre : Montre 
- > i Aviateur A 
station. Observ. station de aviateur 
om Allume son cigare. | Allume son cigare. on 
3om Finit son cigare. — 15m 
60" Conclut que Favia- | Finit son cigare. 3om 

teur finit son ci- 
gare. 
1120 Reçoit le signal de — 56m 
la fin du cigare 
de l’aviateur. 
120m = Conclut que le ci- 6om 
gare de l’observa- 
teur stationnaire 
s'éteint. 
224m — Reçoit le signal de 112m 
la fin du cigare 
de observateur 
stationnaire. 


Ce tableau résume l'analyse à notre point de vue et non à 
celui de l’aviateur, car il fait ressortir que ses conclusions sont 
fausses et que nous avons raison. En réalité personne ne peut 
dire qui a raison de nous deux. 
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Une discussion plus complète nous montrerait que la cause 
fondamentale de ce paradoxe est que nous nous supposons au 
repos dans l’éther et que l'aviateur fait aussi la même hypothèse. 
Par suite, tandis que nous pensons que le signal lumineux le 
rattrape avec une vitesse égale à la différence (300.000-260.000) 
km. par sec., il considère, lui, que ce signal vient à sa ren- 
contre avec la vitesse normale de la lumière. On doit se rappe- 
ler que l'opinion de chacun des observateurs est basée d'une 
manière parfaitement certaine sur des résultats expérimentaux. 
Si nous suggérons cette idée à l’aviateur que, par suite de sa 
grande vitesse à lui, la vitesse relative de l'onde qui le rattrape 
n'esi que de 40.000 km. par seo., il ne manquera pas de répon- 
dre : « J'ai déterminé la vitesse de l'onde par rapport à moi, 
en chronométrant son passage par deux points de mon avion 
et elle s'est montrée égale à 300.000 km. par sec.. Je suis 
donc sûr que ma correction pour la durée de propagation de la 
lumière est juste » Č). Ses horloges et règles graduées se 
comportent à notre point de vue d'une manière fort étrange, 
de sorte qu'il n’y a rien qui puisse nous surprendre s'il trouve, 
pour la mesure de la vitesse de la lumière qui le rattrape, un 
nombre différent du nôtre ; et il n’y a aucun moyen d'arriver 
à le convaincre que notre évaluation est préférable à la sienne. 

Bien que ce ne soit pas un problème d'un intérêt très pra- 
tique, il n'est lout de même pas mauvais de se demander ce 
qui arrive quand la vitesse de l'aviateur augmente encore et 
qu'elle atteint celle de la lumière. Les longueurs dans la direc- 
ton du vol deviennent de plus en plus courtes, jusqu à ce que, 
pour la vitesse de la lumière, elles se ne de à zéro. L'avia- 
teur et les objets qui l'accompagnent dans son vol se rédui- 
sent à deux dimensions. La difficulté de nous imaginer com- 
ment la vie peut encore se poursuivre avec deux dimensions seu- 
lement, nous est épargnée, car rien ne se poursuit plus : le 
temps est également arrêté ! Telle est la description que peut 


(7) Nous ne jugeons pas nécessaire de nous arrêter sur la démonstration 
de cette affirmation. Si aviateur pouvait, dans ses mesures, mettre en 
évidence quelque fait incompatible avec l'hypothèse de son repos par rapport 
à l’éther (par exemple, une différence entre les vitesses des ondes lumi- 
veuses qui le rattrapent et de celles qui viennent à sa renconire) il serait 
en contradiction avec le principe de relativité. 


3 
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donner un observateur terrestre. Quant à l’aviateur il ne remar- 
que rien d'anormal en ce qui le concerne ; il ne s'aperçoit pas 
le moins du monde qu'il a cessé de bouger. Il attend purement 
et simplement le moment suivant pour faire le mouvement sui- 
vant, et ce fait que le temps est arrêté signifie qu'il ne s’aper- 
çoit pas que ce n'est qu ’au bout d'un temps très long que ce 
moment suivant arrive. 

C'est un moyen excellent de nous rendre compte des dis- 
tances énormes qui séparent les étoiles que d'imaginer un voyage 
à travers l'espace avec la vitesse de la lumière. Un jeune 
voyageur s'installe sur un tapis magique, emportant avec lui 
des provisions pour un siècle. Quand il atteint le but de son 
voyage, par exemple Arcturus, ce n'est plus qu'un centenaire 
décrépit. Non, pas du tout ! Il est parfaitement exact que le 
voyage aura duré quelque chose comme un siècle pour les 
calendriers terrestres ; mais le voyageur arrive à destination 
sans être plus âgé qu'à son départ, et il n'aura pas eu le temps 
de songer à manger. Aussi longtemps quil a la faculté de 
voyager avec la vitesse de la lumière, il possède l'immortalité 
et une éternelle jeunesse ! S'il trouve, maintenant, le moyen 
de revenir sur la Terre il pourra s'apercevoir que les siècles y 
ont accompli leur œuvre tandis que lui ne se sent pas plus 
vieux d'un jour — pour lui, le voyage n’a duré qu'un instant (1). 

Cette discussion sur les effets de vitesses aussi peu proba- 
bles a été faite uniquement pour que nous puissions énoncer 
les résultats en langage courant au lieu d’avoir sans cesse à 
recourir au langage spécial utilisé dans les mesures techniques 
délicates. Le relativiste est souvent accusé d'un amour immo- 
déré pour le paradoxe ; mais c'est plutôt là une interprétation 
erronée de sa théorie. Les paradoxes prennent naissance quand 


? 

(1) Comme la Terre se meut par rapport au voyageur avec la vitesse 
de la lumière nous pourrions êlre tentés de dire que l'observateur terres- 
tre aurait une éternelle jeunesse pendant que le voyageur vicillit. Evidem- 
ment, s'ils se rencontrent de nouveau ils pourront voir laquelle des deux 
opinions est à rejeter. Mais, pour qu'ils puissent se rencontrer de nouveau, 
la vitesse de l’un d'eux doit être changée de signe par des moyens surna- 
turels ou par une force de gravitation intense de sorte que les conditions 
ne sont plus symétriques et que la réciprocité ne s'applique plus. Le 
raisonnement donné dans le texte paraît donc le seul correct. 
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de nouvelles découvertes expérimentales viennent s'ajouter aux 
connaissances physiques jusque-là admises et c’est ce que le rela- 
tiviste cherche à mettre en évidence. Il conclut ensuite qu'un 
schéma nouveau de la physique est nécessaire dans lequel les 
nouveaux résultats expérimentaux puissent trouver une place 
naturelle, et ne soient plus paradoxaux. 

En résumé, sur toute planète qui se meut par rapport à 
l'éther avec une grande vitesse, des variations extraordinaires 
de longueur affectent les objets par suite de leur mouvement, 
et il y a un ralentissement de tous les phénomènes natu- 
rels comme si le temps lui-même avait ralenti sa marche. Ce sont 
là des effets que personne sur la planète ne peut percevoir ; 
mais des effets de cette nature seraient perçus par tout obser- 
vateur doué d'une grande vitesse relative par rapport à la pla- 
nète (cet observateur faisant toutes les corrections nécessaires 
pour trouver l'effet du mouvement sur ses observations, mais 
sûr de son immobilité par rapport à l'éther) (1). I] y a une 
réciprocité complète qui fait que chacun des deux observateurs 
en mouvement relatif constatera chez l'autre les mêmes phéno- 
mènes étranges, car il n'y a rien qui puisse nous aider à savoir 
lequel des deux a raison. 

À mon avis, on ne peut songer à ces résultats sans immé- 
diatement se demander si toute leur étrangeté ne proviendrait 
pas de quelque défaut de notre manière de voir ordinaire, Des 
modifications se font sur une planète, toutes compensées har- 
monieusement par des combinaisons des forces naturelles, de 
telle sorte qu’il ne soit possible à aucun habitant de cette pla- 
nète de mettre en évidence ce qui se passe vraiment. Pouvons- 
nous sérieusement imaginer qu'il y ait réellement au fond des 
choses un mécanisme aussi décevant ? N'est-il pas plus probable 
que nous-mêmes introduisions cette complication, incapables 


(°) Cette dernière condition n'est peut-être pas nécessaire. La correc- 
tion à faire pour la durée de propagation de la lumière sera, bien entendu, 
basée sur la détermination de la vitesse de la lumière faite par l’obser- 
vateur lui-même. D'après les résultats de l'expérience, la vitesse de la 
lumière par rapport à lui, semble la même dans toutes les directions et 
c'est sur ce résultat qu'il s'appuiera pour faire ses corrections. Cela 
revient à supposer qu'il est au répos dans l’éther : mais il n’a pas besoin 
de faire explicitement cette hypothèse, et il ne la fera probablement pas. 
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que nous sommes dans nos méthodes d'exposition de faire un 
tableau simple et naturel de la réalité ? 

La recherche d'une méthode d'exposition mieux adaptée nous 
conduit au point de vue relativiste, décrit dans le prochain 
chapitre. Je tiens à bien marquer la séparation qui existe entre 
le principe de relativité et le point de vue relativiste. Le prin- 
cipe est la traduction d'un fait expérimental qui peut être 
vrai ou non ; sa première partie — le principe restreint — a 
déjà été énoncée. Ses conséquences -peuvent se déduire par le 
raisonnement mathématique comme pour toutes les autres géné- 
ralisations scientifiques. Il n'exige aucun mécanisme particulier 
de la nature ni aucune considération sur la signification du 
temps et de l'espace, bien qu'il puisse suggérer des théories 
sur ce sujet. La seule question est de savoir si, expérimenta- 
lement, 1l est vrai ou non. 

Le point de vue, ou la thèse relativiste est d'un tout autre 
caractère ; elle affirme d'abord que certaines hypothèses gra- 
tuites sur le temps et sur l’espace se sont peu à peu glissées 
dans les théories physiques ordinaires, et qu'elles sont la cause 
des difficultés que nous avons rencontrées précédemment. Or, 
les hypothèses les plus dangereuses sont celles qui sont sous- 
entendues et inconscientes. Aussi, la thèse relativiste propose- 
t-elle de se passer de ces hypothèses (sans en introduire aucune 
autre à la place) ; elle montre qu'elles n'ont rien de nécessaire 
et qu'elles ne s'appuient sur aucun fait connu. Cette simplifica- 
tion paraît être une justification suffisante de la thèse. Même 
si plus tard on devait découvrir des phénomènes qui viennent 
confirmer les hypothèses abandonnées, le relativiste n'aurait 
pas eu tort de les mettre de côté jusqu’au jour où l'expérience 
serait venue les imposer. 

C'est loin d’être notre politique de nous réfugier dans des 
positions inexpugnables et nous n'hésiterons pas à tirer de 
nos connaissances actuelles, aussi bien des conclusions vrai- 
semblables que d’autres, prouvées d'une manière irréfutable. 
Mais à ceux qui croient que la théorie de la relativité n'est 
qu'une phase éphémère de la pensée scientifique que pour- 
raient anéantir les découvertes expérimentales futures, je me 
contenterai de signaler que, bien qu'elle puisse dans l'avenir, 
comme toute autre théorie, se trouver développée et retouchée, 
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elle contient un minimum de propositions qui constituent 
un progrès définitif. Dans toutes les descriptions physiques 
et les théories courantes jusqu’à ce jour, entrent des hypo- 
thèses qui, dans certains cas, ont pris naissance il y a 2.000 ans, 
dans d’autres, il y a 200 ans. Il est maintenant établi que ces 
hypothèses n'ont rien à voir avec aucun des phénomènes qu'on 
a pu observer jusqu'à présent, et qu'elles ne donnent l'expli- 
cation d'aucun fait connu. C'est là sûrement une découverte 
de la plus grande importance — en mettant complètement à 
part la question de savoir si ces hypothèses sont réellement 
fausses. 

Je ne partage pas cette opinion si répandue que la seule 
chose que doive rechercher la théorie scientifique, c'est « l'éco- 
nomie de la pensée ». Je ne puis abandonner cet espoir que la 
théorie nous conduit par échelons insensibles à la Vérité uni- 
verselle. À moins que la science ne doive dégénérer en un jeu 
de devinettes sans utilité, on ne peut juger de la valeur d'une 
théorie que par le ob aussi petit que possible des hypo- 
thèses et arguments nécessaires pour expliquer les faits qu'elle 
prétend nn La vérité accidentelle d’une conclusion n'est 
pas une compensation d’un raisonnement erroné. 

La thèse relativiste a donc pour principe d’écarter certaines 
hypothèses qui ne sont exigées par aucun fait connu et qui nous 
empêchent de comprendre la simplicité de la nature. 


CHAPITRE II 


La ReLcariviré. 


Les hommes, les animaux, les pierres grandissent en s’approchant et 
deviennent énormes quand ils sont sur moi. Moi non. Je demeure toujours 
aussi grand partout où je suis. 


AnarToze France (Pensées de Riquet). 


Il faut dans toute observation distinguer deux éléments 
l'observateur et ce qu'il observe. 

Ce que nous voyons ne dépend pas seulement de l'objet 
que nous regardons, mais également de nous — de notre posi- 
tion, notre mouvement et autres particularités plus person- 
nelles. Parfois par une habitude instinctive, parfois à dessein, 
nous essayons d'éliminer de l'observation notre part person- 
nelle de manière à former un tableau général du monde, indé- 
pendant de nous, et qui sera alors commun à tous les obser- 
vateurs. Un point imperceptible à l'horizon de l'océan, nous 
l'interprétons comme un paquebot géant. De la portière de notre 
wagon nous voyons glisser un bœuf dans la prairie, à la vitesse 
de 80 km. à l'heure et nous faisons en même temps la remar- 
que qu'il goûte le repos le plus complet. Nous voyons le ciel 
étoilé tourner autour de la Terre mais nous disons que c’est 
en réalité la Terre qui tourne et nous faisons ainsi un tableau 
de l'Univers que pourrait utiliser un astronome de n'importe 
quelle autre planète. 

La première chose à faire pour grouper nos connaissances 
en un domaine commun, c’est d'en éliminer les différents points 
de vue personnels et de les rapporter à quelque observateur 
type bien défini. Le tableau du monde ainsi obtenu n'en est 
pas moins encore relatif, car nous n'avons pas éliminé complè- 
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tement la part de l'observateur ; nous n’avons fait que la fixer 
d’une manière définie. 

C'est une tâche beaucoup plus ardue de forger une concep- 
tion du monde complètement indépendante de tout point de 
vue particulier. On peut éliminer la position de l'observateur ; 
ainsi, nous pouvons nous représenter une chaise comme un 
objet bien défini, au milieu de la nature — vu en quelque 
sorte sous toutes ses faces à la fois et non d’une distance et 
sous un angle particuliers. Nous pouvons y penser, sans nous 
astreindre à nous placer mentalement à une certaine distance 
d'elle. C'est là une faculté remarquable qui nous est grande- 
ment facilitée par notre perception visuelle du relief. Quant 
au mouvement de l'observateur, on ne peut l’éliminer d'une 
manière aussi simple. Nous la croyions effectuée, cette élimina- 
tion, mais la découverte, au chapitre précédent, que des obser- 
vateurs|animés de mouvements différents mesurent l'espace et 
le temps de manières diflérentes, nous a montré la question 
comme plus compliquée que nous ne l'avions cru tout d'abord. 
Elle peut nécessiter une modification complète de nos métho- 
des de description car tous les termes courants de la physique 
se rapportent essentiellement aux relations de l'Univers avec 
un observateur placé dans des conditions bien déterminées. 

Sommes-nous capables d'aller plus loin et d'arriver à une 
conception de l'Univers qui, non seulement représente son aspect 
pour un observateur quelconque, mais n'introduise même pas 
la notion d’un point de vue déterminé ? Et si cette science est 
possible, serions-nous capables d'en comprendre la significa- 
tion ? Et si nous pouvions la comprendre, aurait-elle pour 
n'importe qui un intérêt concevable ? Voilà des questions aux- 
quelles nous n'avons pas besoin de répondre en ce moment. 
Leurs réponses ne sont pas nécessairement négatives, mais 
elles sortent complètement du domaine normal de la physique. 

Les circonstances qui peuvent modifier le résultat des observa- 
tions sont la position de l'observateur, son mouvement et la gran- 
deur de ses étalons de mesure. Des particularités plus personnel- 
les peuvent être éliminées, si, au lieu de ne compter que sur ses 
sens, il se sert d’un appareil de mesure scientifique. Mais 
l'appareil, si scientifique soit-il, n’en a pas moins une position, 
un mouvement, une grandeur, de sorte que ce sont encore là 
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des conditions influant sur le résultat de toute observation. 
Il n'y a pas, au fond, de différence essentielle entre les mesu- 
res scientifiques et les données immédiates de nos sens. Dans 
les deux cas, tout ce que nous pouvons connaître du monde 
extérieur suit pour nous atteindre des voies matérielles ; le 
corps de l'observateur peut être considéré comme une partie 
de l'équipement de son laboratoire, et, autant que nous pouvons 
nous en rendre compte, il paraît obéir aux mêmes lois que ce 
dernier. Nous pouvons, par suite, ranger dans le même groupe 
les perceptions directes et les mesures scientifiques, et quand 
nous parlons d'un « observateur particulier » nous comprenons 
dans cette expression ses procédés de mesure quels qu'ils soient. 

Position, mouvement, grandeur des étalons — ce sont là des 
facteurs qui peuvent modifier profondément l'aspect sous lequel 
le monde se présente à nous. Pouvons-nous composer un ta- 
bleau de l'Univers qui soit une synthèse de ce que voient des 
observateurs ayant toutes les positions, toutes les vitesses 
et toutes les tailles possibles ? Comme nous l'avons déjà mon- 
tré, nous avons fait cette synthèse en ce qui concerne les posi- 
tions. Nous avons deux yeux qui, depuis notre enfance, n'ont 
cessé de crier à notre cerveau que le monde devait être regardé 
de plus d'un point de vue. Notre cerveau a répondu en nous 
donnant la notion de relief qui nous permet d’ apprécier d’une 
manière vivante le monde à trois dimensions, ce qui nous serait / 
presque impossible si nous n'avions été habités qu'à voir des 
tableaux à deux dimensions. Nous n’en déduisons pas simplement 
la réalité de l'Univers à trois dimensions : nous le voyons. Mais 
nous n'avons aucune aide semblable pour la synthèse correspon- 
dant aux différents mouvements. Si nous avions été dotés de deux 
yeux mobiles avec des vitesses différentes, peut-être notre cer- 
veau aurait-il développé en nous la faculté nécessaire. Nous 
aurions perçu une sorte de relief de la quatrième dimension de 
manière à combiner et à grouper dans un seul et même tableau 
des ehoses vues avec des vitesses différentes. Enfin, si nos yeux 
avaient été de grandeurs différentes, il aurait pu se développer en 
nous la faculté de combiner les manières de voir du mammouth 
et du microbe. 

Nous verrons que nos sens ne nous fournissent pas complè- 
tement le moyen de former un tableau impersonnel du monde, 
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et cette imperfection nous force à faire appel à une conception 
de l'Univers dépassant les images qui nous sont familières. Peut- 
être pourrons-nous concevoir un pareil Univers mais, sûrement, 
nous ne pourrons pas le dépeindre. Il serait absurde de limi- 
ter nos idées sur la nature aux seuls tableaux que nous donnent 


nos sens. Lodge n'a-t-il pas dit que c'était la lutte pour l'exis-: 


tence qui avait développé nos organes sensoriels et que ce déve- 
loppement n'avait pas eu pour but de permettre à l’homme! 
de philosopher sur l'Univers ? 

Comparons deux livres bien connus et que l'on pourrait appe- 
ler des traités élémentaires de la relativité, « Alice in Wonder- 
land » et « Gulliver's Travels ». Alice changeait constamment 
de taille, tantôt géante et tantôt si petite qu'elle était sur le 
point de disparaître tout à fait. Gulliver, au contraire, avait 
toujours la même taille mais, dans ses voyages, il rencontra 
successivement une race d'hommes minuscules vivant dans un 
monde à leur échelle — et un pays où tout était démesurément 
grand. Il n’est pas difficile de nous rendre compte que les deux 
auteurs ont eu à décrire les mêmes phénomènes — dus à la 
disproportion de la taille de l'observateur et des dimensions des 
choses observées. Lewis Carroll s'est placé dans ce qui est pro- 
bablement le point de vue scientifique ordinaire, en faisant gran- 
dir ou rapetisser son observateur au lieu d'opérer sur les 
dimensions de tout ce qui entourait celui-ci. Mais c'est là un 
point de vue que ne pouvait concevoir Alice car il lui était 
impossible « de sortir d'elle-même et de se voir » sous l'aspect 
d'une géante remplissant la chambre où elle était. Pour elle, 
c'était cette chambre qui s'était rétrécie d’une manière inex- 
plicable. Swift a fait une hypothèse qui semble plus vraisembla- 
ble à l'esprit humain, en nous montrant un Gulliver qui attri- 
bue les changements qu’il observe aux choses qui l'entourent. 
Il ne serait jamais venu à l’idée de Gulliver que ce pouvait être 
sa propre taille qui eût changé ; et si même, il avait pensé à 
cette explication, c’est à peine s’il aurait pu s'habituer à cette 
manière de voir. Les deux points de vue sont pourtant légitimes. 
Les dimensions d’un objet ne peuvent être conçues que rela- 
tivement à un autre objet et il n’y a aucune raison d'attribuer 
le changement à l’un des objets plutôt qu'à l’autre. 

Nous avons vu dans la théorie de l'expérience de Michelson- 
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Morley que, conformément aux conceptions ordinaires en Physi- 
que, notre étalon de longueur — la règle rigide — devait varier 
suivant les conditions de son mouvement ; l’histoire de l'avia- 
teur nous a montré un changement semblable dans l'étalon 
de temps. Quelques perturbations, d'origine inconnue et em- 
barrassante, ont été découvertes dans les mouvements apparents 
du Soleil, de Mercure, de Vénus et de la Lune ; mais un air 
de famille unit étrangement ces perturbations et nous sommes 
amenés à penser que la cause réelle de ces phénomènes pour- 
rait bien être un défaut de constance dans la vitesse de rotation 
de notre horloge-étalon, la Terre. Il ne serait pas difficile de 
multiplier les exemples qui nous prouvent qu’un changement 
dans les dimensions de l'observateur ou de ses étalons peut 
produire ou cacher des modifications du monde. extérieur. 
L'objet de la théorie de la relativité n’est pas d'entreprendre 
cette tâche ardue et sans espoir de répartir la responsabilité entre 
l'observateur et tout ce qu'il observe, mais de bien mettre en 
valeur ce point : aussi bien dans notre description ordinaire 
que dans la description scientifique des phénomènes naturels, 
ces deux facteurs se trouvent unis d’une manière indissoluble. 
Tous les termes courants de la physique -— longueur, durée, 
mouvement, force, masse, énergie, etc. — se rapportent à cette 
science relative du monde et il reste à voir si l’une quelconque 
de ces notions peut être conservée dans une description de 
l'Univers qui ne soit plus spéciale à un observateur particulier. 
La première chose à obtenir est donc une description indé- 
pendante du mouvement de l'observateur. L’ indépendance par 
rapport à la grandeur de ses étalons sera examinée dans la 
théorie discutée au Chapitre XI. Traçons un carré ABCD sur 
ure feuille de papier, en lui donnant des côtés aussi égaux que 
possible. Nous savons que notre aviateur, volant à la vitesse 
de 260.000 km. par sec. dans la direction AB, estimerait que 
les côtés AB, DC se sont contractés de la moitié de leur lon- 
gueur, de sorte que pour lui la figure serait un rectangle. Si 
l'on faisait tourner le carré d'un angle droit dans son plan, 
AB et DC se dilateraient et les deux autres côtés se contrac- 
teraient — selon l’aviateur. Pour nous les longueurs AB et AG 
sont égales ; pour lui, une des longueurs est doaki de l'autre. 
TI est donc clair que la longueur n’est pas une propriété inhérente 
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à notre tracé ; elle nécessite la spécification de quelque obser- 
vateur. Nous avons vu plus haut que la mesure d’un intervalle 
dans le temps exigeait également qu'un observateur soit spé- 
cifié. L'observateur stationnaire et l'aviateur n'étaient pas d'ac- 
cord sur celui dont le cigare avait duré le plus longtemps. 

Ainsi, longueur et durée ne sont pas des qualités inhérentes 
au monde extérieur ; ce ne sont que des rapports entre les 
objets de ce monde et quelque observateur bien déterminé. Si 
l'on a bien compris ce point, tout mystère disparaît dans les 
phénomènes décrits au Chapitre I. Quand la règle, dans l'expé- 
rience de Michelson-Morley, pivote d'un angle droit, elle se 
contracte ; on a l'impression qu'elle a subi une modification. 
Evidemment rien n'est arrivé à la règle elle-même — qui est 
ici l'objet du monde extérieur. Seule, sa longueur s'est trou- 
vée modifiée mais cette longueur n'est pas une propriété intrin- 
sèque de la tige puisqu'elle est complètement indéterminée 
tant qu'il n'y a aucun observateur spécifié. Dans la rotation 
de la règle, c’est le rapport qui existe entre elle et l'observateur 
(dont nous avons supposé l'existence dans la discussion de l'expé- 
rience), qui se trouve altéré ; elle-même, c'est-à-dire le lien 
qui unit une molécule d’une de ses extrémités à une molécule 
de l’autre, n’est pas modifiée. Une mesure de longueur et de 
durée n’est qu’une comparaison avec des divisions de l'espace 
et du temps tracées par l'observateur considéré avec l’aide d'ap- 
pareils qui partagent son propre mouvement. La nature n'a 
que faire de ces divisions ; elle a, comme nous le verrons plus 
loin, une géométrie pae qui est d’un type tout autre. 

En physique, jusqu'ici, on a supposé que tous les observa- 
teurs n'étaient pas équivalents et qu'il existait quelque observa- 
teur absolu dont on devait respecter les jugements dans la déter- 
minalion des longueurs et du temps, sous prétexte que la nature 
tenait comple da ses divisions de l'espace et du temps. On le 
supposait au repos dans l’éther qui matérialisait en quelque 
sorte ces divisions et leur donnait une signification réelle dans 
le monde extérieur. Ce n’est là qu’une pure hypothèse qui ne 
s'appuie, comme nous le verrons, sur aucun fait. Le seul but 
de notre activité étant EN lenment de poursuivre nos investi- 
gations, nous ne ferons appel à cet observateur hypothétique 
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que si nous le jugeons indispensable pour expliquer quelque 
phénomène. 

Nous avons conduit le lecteur depuis les points de vue de la 
physique classique jusqu’à ceux de la relativité et peut-être 
se demande-t-il si les étranges phénomènes de contraction que 
nous avons décrits dans le chapitre précédent, doivent être 
pris au sérieux ou s'ils ne sont qu'une partie d'un raisonnement 
par l'absurde. Notre réponse est celle-ci : nous croyons bien 
que ces phénomènes doivent se présenter comme nous les décri- 
vons, seulement la description (comme celle de tous les phéno- 
mènes observés) fait intervenir les rapports entre le monde exté- 
rieur et quelque observateur, et non pas le monde extérieur lui- 
même. Le caractère étrange et déconcertant de ces phénomènes 
provient de la conclusion naturelle mais fallacieuse qu'ils se 
rapportent à des modifications intrinsèques des objets eux- 
mêmes. 

Nous avons jusqu'ici étudié l'observation principalement au 
point de vue de l'observateur ; nous devons maintenant nous 
occuper de l’autre élément, la chose observée. Bien que la lon- 
gueur et la durée n'aient pas d'équivalents exacts dans le monde 
extérieur, il y a pourtant un certain ordre des choses et des 
événements indépendants de nous et nous devons maintenant 
chercher des termes mieux appropriés pour en faire la descrip- 
tion. La multiplicité des événements est d'ordre 4 en ce sens 
qu'elle répond aux expressions de : à droite et à gauche — en 
arrière et en avant — au-dessus et au-dessous — plus tôt et 
plus tard. On peut tout d’abord considérer comme indépen- 
dants ces quatre ordres, mais bien vite on reconnaîtra la néces- 
sité et on essaiera de les combiner. On voit immédiatement qu'il 
n’y a pas de différence essentielle entre « à droite et à gauche » 
et « en avant et en arrière ». L'observateur n'a qu'à pivoter 
d’un quart de tour pour voir s'échanger les deux expressions. 
S'il tourne d’un peu moins il a d’abord à les combiner et 
ensuite à les séparer de nouveau d’une manière différente. Ce 
serait évidemment bien ennuyeux de faire constamment cette 
combinaison puis cette division, aussi nous sommes-nous habi- 
tués à l’idée de les laisser combinés dans un ordre double ou 
à deux dimensions. Il est moins facile d’amalgamer l'expression 
« au-dessus et au-dessous ». Nous avons manifestement des 
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raisons de considérer cette nouvelle dimension de l'Univers 
comme essentiellement distincte des deux autres. Quel gros 
obstacle au développement de la science, pourtant, s’il avait fallu 
que l'esprit se soit refusé à concevoir un espace à trois dimen- 
sions ! Cette dernièré combinaison n’a pas caché la distinction 
réelle qui existe entre l'horizontale et la verticale, mais elle 
nous a rendus capables de saisir d'une manière plus profonde 
sa nature — les phénomènes qui en dépendent et ceux qui 
n'en dépendent pas. Nous pouvons également concevoir com- 
ment un observateur situé dans un autre lieu, opérerait la 
décomposition de cette combinaison suivant une nouvelle verti- 
cale et une nouvelle horizontale. Nous devons maintenant faire 
un pas de plus et combiner également le quatrième ordre 
« plus tôt et plus tard ». C'est à cette combinaison que l'esprit 
se montre le plus rebelle ; elle ne signifie pas en effet qu'il 
n'existe aucune distinction entre l'espace et le temps mais elle 
apporte une aide nouvelle et impartiale pour déterminer la 
nature de cette distinction. 

Ce n'est pas une idée neuve, cette union de l'espace et du 
temps où ce dernier est considéré comme une quatrième di- 
mension. Néanmoins, tout dernièrement encore, on n'y voyait 
qu'une manière pittoresque de regarder les choses, sans y 
attacher autrement d'importance. Nous pouvons combiner le 
temps et la température sur la feuille d'un thermomètre enre- 
gistreur, la pression et le volume dans le diagramme d’un indica- 
teur de Watt. Tout cela ne nous engage à rien, tandis que notre 
théorie actuelle nous permet d'aller plus loin. Nous pouvons 
superposer des surfaces à deux dimensions (par exemple des 
feuilles de papier) et construire un ensemble à trois dimen- 
sions. Il y a pourtant une différence entre cet ensemble de 
feuilles de papier et un bloc massif de carton. Le bloc massif 
est l’analogue de notre combinaison quadridimensionnelle de 
l'espace et du temps ; elle ne se divise pas naturellement en une 
série de feuillets-espaces à trois dimensions, empilés les uns sur 
les autres suivant l'ordre du temps ; il nous est possible de la 
décomposer artificiellement en une pareille pile mais dans toutes 
les directions que nous voudrons. 

L'observateur en changeant son orientation créait une nou- 
velle division du plan à deux dimensions en « à droite et à gau- 
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che », « en avant et en arrière » ; en changeant sa longitude 
il crée une nouvelle division de l'espace à trois dimensions par 
la distinction de la verticale et de l'horizontale ; en changeant 
son mouvement il créera une nouvelle division de l'ordre à 
quatre dimensions en temps et espace. 

Ce point sera justifié plus loin ; il nous montre que des obser- 
vateurs animés de mouvements différents auront aussi des ma- 
nières différentes de mesurer le temps et l'espace, conclusion 
déjà atteinte d'un tout autre point de vue. 

Bien que les différents observateurs séparent les quatre ordres 
d'une manière diflérente, il y a un fait sur lequel ils sont tous 
d'accord : c'est que Meitomble des événements est d'ordre 
quatre et, comme nous le voyons, cet ordre quadruple indisso- 
luble est le même pour tous ; nous en déduisons qu'il est inhé- 
rent à la nature du monde extérieur et nous avons ainsi réalisé 
le tableau synthétique que nous cherchions des divers aspects 
de l'Univers pour des observateurs ayant toutes les positions et 
tous les mouvements (uniformes) possibles. C'est ce que l'on 
peut regarder comme une conception du monde réel, indépen- 
dante des conditions d'observation. 

L'expression « monde réel » est prise ici dans le sens qu'elle 
a ordinairement en physique ; il n'y faut voir aucun jugement 
philosophique au sujet de la réalité elle-même. On y retrouve 
le même degré de réalité que nous avions attribué au monde 
à trois dimensions de la théorie scientifique ou de la concep- 
tion ordinaire, dont ce monde réel a pris la place par suite 
du progrès de nos connaissances. Comme je l'ai déjà dit, c'est 
uniquement cet accident qui nous a privés d’une paire d' yeux 
doués l’un par rapport à l’autre d'un mouvement rapide, qui 
a permis à notre cerveau de négliger le développement de cette 
faculté d'une vision du monde à quatre dimensions aussi directe 
que celle de sa section à trois dimensions. 

Il est maintenant facile de voir que la longueur et la durée 
doivent être les composantes d’une entité unique, d’un Univers 
à quatre dimensions. De même que nous pouvons figurer un 
solide quelconque par son plan et son élévation, nous repré- 
senterons une étendue de l'Univers à quatre dimensions au 
moyen de l’espace et de la durée. Un solide a une grandeur et 
une forme indépendantes du choix de la verticale ; il en est de 
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même pour l'espace-temps. L'espace et la durée n’ont qu'un 
caractère relatif ,mais l'étendue dont elles sont les composantes 
a une signification absolue dans la nature, indépendante de la 
décomposition particulière en espace et en temps effectuée par 
l'observateur. 

Considérons deux événements, par exemple les coups de 
1 heure et de 2 heures frappés par Big-Ben au carillon de 
Westminster ; ces deux événements occupent deux points bien 
distincts de l'espace-temps. Un observateur à Westminster les 
considère comme se produisant au même endroit et séparés 
par une durée d’une heure ; il décompose donc leur intervalle 
à quatre dimensions en une distance spatiale nulle et une dis- 
tance dans le temps d'une heure. Pour un observateur situé 
sur le Soleil, ils ne se produisent pas au même endroit ; ils 
sont distants de 110.000 km., quantité égale au déplacement 
de la Terre sur son orbite dans son mouvement autour du 
Soleil. Il est évident que l'observateur solaire et l'observateur 
terrestre ne réalisent pas suivant les mêmes directions la décom- 
position du vecteur d'Univers qui Joint les deux événements 
puisque, pour l’un des observateurs, la composante d'espace 
est nulle, pour l’autre, elle est de 110.000 km.. Mais, si l’une 
des composantes est altérée, nécessairement l’autre l'est aussi, 
de sorte que pour l'observateur solaire la composante de temps 
sera légèrement différente d'une heure ; par analogie avec la 
décomposition correspondante de l'espace à trois dimensions, 
nous devrions nous attendre à ce qu'il trouve moins d’une heure 
— comme s'il avait pris du temps pour faire de l'espace ; en 
fait il trouve plus d'une heure, ce qui tient à ce que l'espace- 
temps et l'espace ordinaire ont des géométries différentes, 
comme nous le montrerons plus tard. Ce que nous voulions 
montrer ici, c'était que deux événements n'ont qu'une distance 
dans l'espace-temps à quatre dimensions, celle-ci pouvant être 
résolue d'une infinité de façons en composantes de longueur 
et de durée. 

Nous voyons de plus comment le mouvement peut être pure- 
ment relatif. Prenons deux événements A et B de l’histoire 
d'une particule. Nous pouvons choisir comme axe des temps 
une direction absolument arbitraire ; prenons-la suivant AB. 
Par conséquent A et B sont séparés dans le temps et non dans 
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l'espace : la particule est au repos. Si nous prenons pour axe 
des temps une direction légèrement inclinée par rapport à la 
précédente, l'intervalle AB aura une composante d'espace : la 
particule est en mouvement. Il ne peut exister aucun mouve- 
ment absolu puisque nous avons la possibilité de choisir arbi- 
trairement la direction de l'axe des temps. Nous pouvons voir 
maintenant ce qui détermine la décomposition en espace et en 
temps pour un observateur particulier, Supposons que cet obser- 
vateur se place de telle manière qu'il se croit vraiment au 
repos. Si c'est, par exemple, un être humain normal, il s’assiéra 
simplement dans un fauteuil ; si c'est un astronome il ira se 
placer sur le Soleil, ou mieux, au centre de l'Univers stellaire. 
Alors, tout ce qui lui arrivera personnellement constituera une 
suite d'événements ayant lieu, dans son idée, au même endroit. 
Ces événements auront des coordonnées d'espace toules nul- 
les ; ils seront, par conséquent, distribués tous sur l'axe des 
temps, et c'est même cette suite d'événements qui déterminera 
l'axe des temps dans le monde à quatre dimensions. Chaque 
observateur basera donc sa décomposition en espace et en temps 
sur cette ligne d’ Univers qui lui est propre. 

Puisque toute décomposition en espace et temps est accep- 
table, l'astronome peut baser la sienne sur la ligne d'Univers 
d'un observateur solaire au lieu de la baser sur celle d’un 
observateur terrestre ; on doit alors se rappeler que l'espace et 
le temps de l'observateur solaire doivent être déduits indi- 
rectement de ceux de l'observateur terrestre ; et, si les correc- 
tions sont faites suivant les méthodes grossières et imparfaites 
dont nous nous sommes servis Jusqu'ici, ces déductions peu- 
vent se trouver faussées (si une exactitude extrême leur est 
nécessaire). 

L'objection la plus grosse qu'on a pu faire à la théorie rela- 
tiviste, est soulevée par la question de l'éther. Nous avons vu 
que le mouvement uniforme à travers l’éther ne peut être mis 
en évidence expérimentalement à il est, par conséquent, absolu- 
ment conforme à l'expérience qu'un tel mouvement ne puisse 
se représenter dans le monde à quatre dimensions. Pourtant, 
il semble presque, s'il y a un éther, qu'un pareil mouvement 
doive logiquement exister. C’est là un point sur lequel doit 
insister, même au détriment de la simplicité de la forme, toute 
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théorie qui prétend donner l'explication complète des phéno- 
mènes de la nature. S'il existe un éther réel analogue à un océan 
matériel, 1l doit en quelque sorte rendre palpable une étendue 
déterminée ; et, que l'observateur ou la nature tienne compte 
ou non de cette étendue, il n'existe pas moins là une distinc- 
tion fondamentale entre l'espace et le temps. Quelques-uns 
voudraient trancher la question en niant purement et simple- 
ment l'existence de léther. Il nous semble que ce ne soit pas 
la solution désirable ni même, autant que nous pouvons le 
voir, possible ; mais ce que nous tenons essentiellement à reje- 
ter, c'est un éther doué de la propriété de créer une séparation 
en espace et temps telle que celle que nous avons supposée. 
Dire que cette division existe quand on n’a encore trouvé aucun 
phénomène qui paraisse en avoir tenu compte, voilà qui sem- 
ble bien un abus de langage. 

Les mathématiciens du xix° siècle ont passé beaucoup de 
temps à développer des théories d’un éther rigide et élastique, ou 
autre. Les ondes lumineuses étaient alors des oscillations réelles 
de cette substance ; on lui attribuait les propriétés ordinaires 
de la rigidité et de la densité ; on allait même parfois jusqu'à 
lui assigner une place dans le tableau des éléments. Un coup 
fatal fut porté à cette conception matérialisite quand on essaya 
d'expliquer la matière comme quelque état particulier de l’éther, 
car si la matière est représentée par un mouvement tourbillon- 
naire ou une condensation de l'éther, celui-ci ne peut pas 
lui-même être matériel — ne peut pas être quelque état en 
lui-même. Quand on regarde une propriété quelconque de la 
matière comme explicable par une théorie de sa structure, on 
ne doit évidemment pas attribuer cette même propriété à l'éther. 
Si la physique édifie une théorie de la matière qui en explique 
quelque propriété, elle se rend absurde et se condamne elle- 
même quand elle vient attribuer, sans l'expliquer, la même pro- 
priété au milieu à partir duquel elle construit la matière. 

D'ailleurs, l’éther a cessé de jouer un rôle prépondérant dans 
les théories physiques ; on l'a en quelque sorte mis de côté, en 
réserve. Un auteur moderne d’une théorie électromagnétique 
partira en général de l'hypothèse d’un éther remplissant l'espace 
entier ; il montrera ensuite qu'il y a en chacun de ses points un 
vecteur électromagnétique dont on peut mesurer l'intensité ; 
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à partir de là il ne raisonnera plus que sur ce vecteur et pro- 
bablement n’entendra-t-on plus parler de l’éther lui-même. On 
suppose d'une manière vague que ce vecteur représente quelque 
état de l’éther ; inutile de contester la nécessité de cette notion 
secondaire de l’éther pour rendre intelligible la signification du 
vecteur ; l'essentiel, c'est que l'éther, maintenant, n'est plus 
qu'à l'arrière-plan ; il ne joue plus un rôle principal dans la 
théorie. 

Il n'y a, par conséquent, aucune raison d'attribuer à ce fond 
de tableau vague que constitue l'éther, les propriétés d’un 
océan matériel. Ses propriétés doivent être déterminées par 
l'expérience, et non par l'analogie. En particulier, il n’y a au- 
cune raison de supposer qu'il peut diviser l'Univers en espace et 
temps, comme le ferait un océan matériel .Dans le Prologue, 
nous avons vu que la géométrie naturelle dépend des lois de la 
matière ; aussi ne faut-il pas l'appliquer à l’éther. L'identité 
permanente des particules est une propriété de la matière, que 
Lord Kelvin croyait du reste avoir expliquée par son hypothèse 
de l'anneau tourbillonnaire. Cette hypothèse fut abandonnée ; 
du moins nous a-t-elle appris que l’on ne doit pas considérer 
celte permanence comme un axiome, car elle peut être le résultat 
d'un mécanisme compliqué. Il n'est pas nécessaire qu'il y ait 
quelque propriété correspondant à cette identité permanente, 
relative aux parties constitutives de l’éther ; nous ne pouvons 
pas placer notre doigt en un certain point et dire que « cette 
partie d'éther se trouvait là-bas quelques secondes avant ». Ce 
défaut d'identité dans les parties constitutives de l'éther enlève 
toute signification à un mouvement par rapport à lui, et il 
paraît vraisemblable que ce soit là la véritable raison pour 
laquelle aucune expérience ne révèlera jamais un pareil mouve- 
ment. 

La théorie moderne de la relativité de tout mouvement uni- 
forme n’est au fond qu'un retour aux vues originales de Newton, 
troublées pendant un certain temps par l'introduction des pro- 
blèmes de l'éther ; dans la dynamique newionienne, le mou- 
vement uniforme d'ensemble d’un système n’a aucun effet (et 
personne ne s’attendrait à ce qu'il en eût). Mais la limitation au 
mouvement uniforme fait surgir d'immenses difficultés dont 
Newton lui-même semble avoir entrevu la grandeur ; malheu- 
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reusement les preuves expérimentales lui parurent de nature à 
lui interdire toute extension du principe. Par suite, les lois de 
la mécanique newtonienne ne sont pas du type le plus général 
où il ne soit plus nécessaire de particulariser l'observateur ; 
elles ne sont valables que pour des observateurs doués d'un 
genre particulier de mouvement dit « non accéléré ». La seule 
définition que l’on puisse donner de cette épithète est que l’obser- 
vateur « non accéléré » est celui pour lequel les lois de la méca- 
nique newtonienne sont valables. Dans cette théorie les phéno- 
mènes ne sont plus indifférents à un mouvement d'ensemble 
non uniforme ou accéléré du système. Pourtant un mouvement 
non uniforme absolu à travers l'espace est impossible à con- 
cevoir au même degré qu'un mouvement uniforme absolu. La 
relativité partielle des phénomènes rend la difficulté encore plus 
grande. Si nous refusons d'admettre l'existence d’un milieu 
fondamental doué d'une identité continue de ses parties consti- 
tutives, le mouvement uniforme ou non uniforme ne peut avoir 
aucune signification ; si, au contraire, nous admettons la réalité 
d'un pareil milieu, l'un ou l’autre peut être mis en évidence ; 
mais il est beaucoup plus difficile d'imaginer un schéma du 
monde dans lequel le mouvement uniforme n'aurait aucune 
signification alors que le mouvement non uniforme en aurait 
une. 

C'est l'expérience qui nous a ramenés au principe de relativité 
pour le mouvement uniforme ; arrivés à ce point nous avons 
cherché une extension possible de ce principe au mouvement 
accéléré car nous sentions qu'il était difficile et arbitraire de 
nous arrêter là. Nous essayons maintenant de concevoir un 
système de la nature qui soit indifférent au genre du mouve- 
ment animant l'observateur. Nous aurons alors la synthèse com- 
plète de ce que perçoivent des observateurs ayant les uns par 
rapport aux autres tous les genres possibles de mouvement sans 
nous en tenir seulement aux mouvements uniformes. Une fois 
déduites les conséquences de cette généralisation il restera évi- 
demment à les vérifier expérimentalement. 

Tl parut longtemps impossible de formuler une pareille théo- 
rie. Newton avait montré que s'il n’y avait aucun criterium per- 
mettant de reconnaître l’état de repos ou de mouvement uni- 
forme d’un corps, on pouvait pourtant mettre aisément en évi- 
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dence sa rotation. Ainsi l'existence d'un renflement équatorial 
de la Terre est un indice de sa rotation puisque tout corps plas- 
tique au repos doit être parfaitement sphérique. 

Ce problème de la rotation nous permet d’entrevoir la cause 
de la relativité incomplète de la mécanique de Newton. Les 
lois du mouvement sont rapportées à un observateur non accé- 
léré et ne s'appliquent pas à un système de référence tournant 
avec la Terre. Cependant, souvent le mathématicien fait usage 
d’un tel système en rotation. Īl lui faut alors apporter une cer- 
taine modification aux lois et c'est ce qu'il fait en introduisant 
une force centrifuge — non pas considérée comme une force 
réelle de même espèce que la gravitation, mais comme une 
fiction mathématique imaginée pour corriger le choix e 
pre du système de référence. Le dus équatorial de : 
Terre peut aussi bien être attribué à la rotation de la Torre 
qu'à une poussée interne de la force centrifuge que l’on doit 
faire intervenir quand on refuse à la Terre tout mouvement de 
rotation. 

C'est une chose généralement admise que la force centrifuge 
est une grandeur sui generis que l'on peut toujours distinguer 
expérimentalement de tout autre phénomène naturel. Si done, 
dans le choix d’un système de référence, nous trouvons que 
l'on peut mettre en évidence une force centrifuge, nous pouvons 
en déduire immédiatement que le système de référence est « im- 
propre » ; les systèmes animés ou non d’un mouvement de 
rotation peuvent être distingués expérimentalement et la rota- 
tion est ainsi rigoureusement absolue. Tout ceci suppose que 
les effets observés de la force centrifuge ne peuvent se trouver 
produits par aucun autre moyen que par la rotation du système 
de référence de l'observateur. Si l'on admet qu'il est impossible 
de distinguer nettement par l'expérience la force centrifuge d'un 
autre genre de force — gravitation — que peut percevoir même 
l'observateur non accéléré de Newton, l'argument cesse d'être 
applicable ; nous ne pouvons déterminer d’une manière exacte 
pour combien la force centrifuge et pour combien la gravitation 
entrent dans la constitution di champ de force observé, et nous 
ne pouvons définir expérimentalement un SE -étalon 
que nous puissions considérer comme absolument privé de rota- 
tion. 
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La question de l'existence d’une distinction entre les systèmes 
de référence « propres » et « impropres » se trouve ramenée 
à celle-ci : les effets expérimentaux dûs à l'emploi d’un système 
de référence impropre sont-ils perçus différemment des effets 

naturels que l'on peut percevoir avec un système de référence 
propre ? S'il n'existe aucune différence de ce genre, tous les 
systèmes ponn être regardés comme équivalents et également 
« propres ». Nous avons dans ce cas une relativité complète 
des a naturels. Comme le rejet du système fonda- 
mental de Newton a pour conséquence l'introduction d'un 
champ de force, un des sujets principaux de la théorie de la 
relativité généralisée sera évidemment lľétude de la nature des 
champs de force. 

La signification précise de cette proposition que tous les sys- 
tèmes de référence sont équivalents, est assez difficile à saisir. 
Nous présumons qu'il existe dans l'Univers des entités abso- 
lues — non seulement la matière, mais aussi d’autres particu- 
larités de l’espace vide ou éther. Dis l'atmosphère un système 
de référence mobile entraîné par lair peut être distingué d’au- 
tres systèmes se mouvant d'une manière différente car il ne 
remplit pas seulement ses fonctions normales de système de réfé- 
rence, Il incarne en outre certaines des propriétés absolues de 
la matière qui se trouve dans cette région. De même, si dans 
un espace vide nous choisissons un système de référence qui 
suit plus ou moins les lignes de la structure absolue de la région 
où il se trouve, il s’appropriera quelques-unes des propriétés 
absolues de cette structure. Ce que nous entendons par équi- 
valence de tous les systèmes, c'est que ceux-ci ne peuvent être 
différenciés par aucune des qualités que l'on supposait autrefois 
liées d'une manière intrinsèque aux systèmes eux-mêmes — 
repos, orthogonalité, accélération — et indépendante de la struc- 
ture absolue de l'Univers qui s’y rapporte. Par conséquent si 
l'on ne peut attribuer des propriétés absolues au système de 
référence newtonien, ce n'est pas parce qu'il est impossible 
d’assigner de telles propriétés à un système quelconque, c'est 
que le système newtonien a été construit sur la base de la 
science relative, sans qu'on ait essayé de suivre des lignes de 
structure absolues. 

La force telle que nous la révèle l'observation est, comme 
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toutes les autres quantités physiques, une relation. La force 
mesurée avec un dynamomètre à ressort par exemple, dépend 
essentiellement de l'accélération de l'observateur qui tient l'ins- 
trument ; ce terme peut, comme la longueur et la durée, n'avoir 
aucun équivalent exact dans une description de la nature indé- 
pendante de tout observateur. Pour Newton il existe un tel équi- 
valent : c'est une cause agissante dans la nature, identique à 
la force perçue par son observateur-étalon non accéléré. Bien 
que tout autre observateur perçoive’celte force avec des modi- 
fications pursonnelles, il est sous-entendu que la force primitive 
et les modifications additionnelles dues à l'observateur peuvent 
être en quelque sorte séparées sans ambiguité. Cette sépara- 
tion ne s'appuyant sur aucune base expérimentale, un champ de 
force, du point de vue de la relativité, n'est comme la longueur 
et la durée qu'un lien entre la nature et l'observateur. Il y a 
naturellement quelque chose à l'extrémité de ce lien opposée à 
la nôtre, de même que nous avions trouvé une extension quadri- 
dimensionnelle à l'extrémité du lien correspondant à la longueur 
et à la durée. Nous aurons à étudier la nature de cette incon- 
nue dont la relation avec nous apparaît sous forme de force. En 
attendant, nous admettrons que les modifications dans la percep- 
tion de la force dues au mouvement non uniforme de l'observa- 
teur, de même que celles de la longueur dues à son mouvement 
uniforme, sont précisément ce que nous pouvons attendre de 
la nature relative de ces quantités. 

Nous en arrivons maintenant à l'étude détaillée de l'Univers 
à quatre dimensions, de ce qu'il renferme, de ses lois. Il est 
nécessaire de pénétrer dans cet Univers absolu pour y chercher 
l'explication de la nature ; mais l'objet du physicien est tou- 
jours d'acquérir des connaissances qu'il puisse appliquer à l'as- 
pect relatif et familier du monde. L'Univers absolu est d’une 
nature tellement différente, que cet Univers relatif auquel nous 
sommes habitués paraît presque un rêve. Si alors nous rêvons 
vraiment, c'est notre rêve surtout qui nous intéresse. TI n'est pas 
nécessaire que les physiciens énoncent toujours leurs résultats 
dans le langage de l’espace à quatre dimensions, pour le vain 
plaisir de travailler dans le domaine de l'absolu. C'est plutôt le 
contraire. Qu'ils explorent le nouveau champ et qu'ils y glanent 
quelques généralisations simples afin de les appliquer au monde 
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à trois dimensions ordinaire. Ils y trouveront une lumière direc- 
trice dans leurs essais de construction d’un schéma des phéno- 
mènes. Pour le reste, les physiciens continueront impassible- 
ment à explorer le monde relatif et à parler un langage applica- 
ble à la science relative, mais avec une notion plus complète 
de sa relativité. 


CHAPITRE III 


L'UNIVERS A QUATRE DIMENSIONS. 


Here is a portrait of a man al eight years old, another at filleen, another 
at seventeen, another at twenty-three, and so on. All these are evidently 
sections, as it were, Three-Dimensional representations of his Four-Dimen- 
sional being, viia is a fixed and unallerable thing (1). 


H.-G. Werrs (The Time machine). 


La distinction que nous faisons entre l'horizontale et la ver- 
ticale n'est pas une simple illusion, et l’homme qui pense 
pouvoir la négliger me paraît voué à une mort prématurée. Nous 
ne pouvons pourtant comprendre les phénomènes de la nature 
que si nous combinons les dimensions horizontales et verticales 
dans un espace à trois dimensions. C'est ainsi que nous saisis- 
sons d’une manière plus profonde le caractère de celte distinc- 
tion qui différencie l'horizontale de la verticale dans les cas 
où une pareille distinction doit être envisagée — par exemple, 
dans le mouvement des projectiles. Nous reconnaissons égale- 
ment que la verticale n’est pas, comme se limaginaient les phi- 
losophes pour qui la Terre était plate, une direction universel- 
lement privilégiée de l'espace. 

Si, d’une manière analogue, nous combinons l'ordre des 
événements dans le temps et dans l'espace pour en former un 
ordre unique à quatre dimensions, nous n'obtiendrons pas seu- 
lement une explication plus simple des phénomènes dans les- 
quels on ne peut séparer l’idée de temps de celle d'espace, mais 


(1) Voici les différents portraits d’un homme pris à huit ans, à quinze, 
à dix-sept, à vingt-trois et ainsi de suite. De toule évidence, ce sont là 
pour ainsi dire des sections, des représentations tridimensionnelles de son 
être à quatre dimensions qui, lui, est fixe et immuable. 
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nous comprendrons mieux la nature de cette séparation dans les 
phénomènes où elle intervient. 

Un point dans l'espace-temps, c'est-à-dire un lieu déterminé 
pris à un instant déterminé, sera nommé un « événement ». 
Dans son sens habituel, un événement est un accident physi- 
que qui se produit en un lieu et à un instant déterminés et peut 
servir à caractériser ceux-ci. Nous emploierons le mot dans ses 
deux sens car il est difficile de considérer un point dans l'espace- 
temps sans imaginer en même temps qu'il s'y trouve ou s’y passe 
quelque chose. 

Dans la géométrie ordinaire à deux ou trois dimensions, la 
distance entre deux points est quelque chose que l'on peut, en 
général, mesurer avec une règle graduée rigide ; on la suppose 
i même pour tous les berei et il n'est pas nécessaire 
pour cela de spécifier les directions verticale et horizontales, ou 
un système particulier de coordonnées. Dans l’espace-temps à 
quatre dimensions il y a également une distance généralisée de 
deux événements dont les distances dans l’espace et dans le temps 
sont des composantes particulières. Cette extension de la notion 
de distance dans l’espace-temps est ce que l'on appelle « l'inter- 
valle » des deux événements ; il est le même pour tous les obser- 
vateurs quelle que soit la manière dont ils le décomposent par 
rapport au temps et à l’espace pris séparément. Nous pouvons 
regarder l'intervalle comme une quantité possédant une forme 
extérieure qui lui est propre — une relation absolue entre les 
deux événements, qui ne nécessite aucun observateur particu- 
lier. Sa mesure pratique nous est suggérée par l'analogie qu'elle 
présente avec la distance de deux points dans l'espace: 

Dans l'étendue à deux dimensions, sur un plan par exemple, 
deux points P, et P, (Fig. 2) peuvent être définis par leurs coor- 
données rectangulaires (x1, y.) et (x,, Y2), une fois choisi un sys- 
tème d'axes rectangulaires quelconque. Dans la figure OX, =x;, 
OY, =y, etc... Nous avons : 


Re» Se (Ya —71) ; 


de sorte que s étant la distance entre P, et P, 


Sn. 
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A 


L'extension à l'espace à 
pouvons le prévoir : 


= (an) + Oy + (zaz). 


En introduisant les instants {, et t, des deux événements nous 
pourrions naturellement nous attendre à ce que leur intervalle 
dans l'Univers à quatre dimeasions soit donné par : 


P e + G E + Ga) + e }. 


trois dimensions est, comme nous 


Mais ici se pose une question capitale. Nous admettions, bien 
entendu, que z y z étaient mesurés avec la même règle ; mais 
comment se servir de cette même règle pour mesurer { ? Impos- 
sible de nous servir d’une règle ; c’est une horloge qu'il nous 
faut. La relation la plus naturelle que l'on puisse concevoir 
entre le temps et la longueur nous est fournie par ce fait que 
la lumière parcourt 300.000 km. en une seconde. Par suite, dans 
l'Univers à quatre dimensions, nous regarderons une seconde 
comme équivalente à 300.000 km. et nous mesurerons les lon- 
gueurs et les temps indifféremment en secondes ou en kilomè- 
tres ; en d'autres termes nous prenons la vitesse de la lumière 
comme vitesse unité. Cette convention n’est pas nécessaire, 
mais elle apporte une grosse simplifeation dans la discussion 
du problème. 

En second lieu, les formules que nous avons données pour 
s? caractérisent la géométrie euchdienne. Tant que nous avons 
affaire à l’espace à trois dimensions, cette géométrie est appli- 
cable comme le confirment les expériences les plus précises. 
L'espace-temps, lui, n’est pas euclidien ; il est conforme (du 
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moins d'une manière très approchée) à une modification très 
simple de la géométrie euclidienne traduite par la formule : 


s? = (2; 8)? + Yy) + (za)? — (i—i). 


Il n'y a qu'un signe de changé mais ce signe moins est le 
secret des différences que présentent les manifestations du temps 
et de l’espace dans la nature. 

Ce changement de signe est une question qui déconcerte sou- 
vent dès le début. Nous ne pouvons pas définir s par l'expression 
que nous avons écrite en premier (avec le signe plus) car cette 
expression ne traduit aucun fait objectif ; en prenant l'espace- 
temps d’un observateur on trouve une certaine valeur ; celui 
d'un autre observateur nous en donne une autre. Si au con- 
traire s est défini par la deuxième expression, les deux observa- 
teurs trouvent le même résultat (+). La quantité s ne dépend donc 
que des deux événements considérés et nous pouvons lui don- 
ner un nom — l'intervalle entre les deux événements. La pro- 
priété correspondante dans l’espace ordinaire, c’est la distance 
entre deux points : elle ne dépend également que des deux points 
considérés et pas du tout du système de coordonnées choisi. 
L'intervalle tel que nous l'avons défini, est donc l'analogue de 
la distance et celte analogie se poursuit et se précise dans la 
ressemblance manifeste des formules donnant s? dans les deux 
cas. De plus, quand la distance dans le temps s'annule, l'inter- 
valle des deux événements devient leur distance dans l'espace. 
La différence de signes introduit cependant des modifications 
importantes, modifications qui se trouvent résumées dans cette 
proposition que la géométrie de l’espace est euclidienne, tandis 
que celle de l’espace-temps est semi-euclidienne ou « hyper- 
bolique » (2). L'association d’une géométrie à un continuum 
quelconque implique toujours l'existence de quelque quantité 
mesurable d'une manière invariante telle que l'intervalle ou la 
distance. Dans l’espace ordinaire, une géométrie dont on aurait 
retiré la notion de distance, n’aurait plus aucun sens. 


(1) Appendice. Note 2. 
(2) Dans la suite, l’espace-temps caractérisé par l'invariant : 
Cr € pomme © D NL om EE) 


nous l’appellerons espace-temps (ou Univers) euclidien. 
(Note du Trad.). 
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Pour le moment, la difficulté de parler le langage d'une 
géométrie qui ne nous est pas familière, peut être évitée grâce 
à un artifice. Au lieu du temps réel t nous considérons un temps 
imaginaire +; autrement dit nous posons : 


S 
Alors : (4) = — (mT) 
et S? = (2a — 2) + (Yy) + (r:e) + (mT). 


La formule est maintenant symétrique et rien ne distingue 
plus + des autres variables. Le continuum formé par l'espace 
et le temps imaginaire est parfaitement isotrope pour toutes ses 
mesures ; on n'y peut trouver aucune direction essentiellement 
distincte des autres. 

Un observateur peut décomposer ce continuum en espace et 
en temps en y pratiquant une section « plane » perpendiculaire 
à une certaine direction, par exemple normale à sa propre ligne 
d'Ünivers en un point T celle-ci. Cette section donne un espace 
à trois dimensions à un certain instant et la direction normale, 
le temps imaginaire. Evidemment la section peut être faite per- 
pendiculairement à n'importe quelle direction ; toutes les dé- 
compositions en espace et temps ainsi obtenues sont également 
légitimes. Il n'y a plus de conspiration de la part des forces 
de la nature pour nous cacher notre mouvement absolu car dans 
le point de vue plus large que nous avons adopté, il n’y a plus 
rien à cacher. Libre à Taboret le d'orienter ses axes rectan- 
gulaires z, y, z, t, comme bon lui semble ; sa liberté n'est pas 
moins grande que dans le choix complètement arbitraire de ses 
axes +, y, z, dans l’espace à trois dimensions. 

On peut montrer que l'espace-temps utilisé par l’aviateur 
du Chapitre I correspond à une orientation de l'axe des temps 
tangente à sa ligne d’Univers, tandis que pour l’espace-temps 
ordinaire laxe des temps est tangent à la ligne d’Univers d'un 
observateur terrestre. La contraction de Fitzgerald et le change- 
ment dans la mesure du temps sont donnés exactement par les 
formules habituelles de la rotation d'un système d'axes rectan- 
gulaires (1). 


(1) Appendice. Note 3. 
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Il n'est pas très utile de nous appesantir sur la présence de 
ce facteur mystérieux „=r qui semble avoir la propriété de 
transformer le temps en espace. On peut tout juste le considérer 
comme un artifice analytique. Pour étudier la théorie de l'Uni- 
vers à quatre dimensions plus en détail, il nous faut revenir au 
temps réel, et faire face aux difficultés que présente cette géomé- 
trie nouvelle. 

Considérons un observateur particulier S et représentons le 
temps dont il se sert par les distances comptées parallèlement à 
OT (Fig. 3). Une des dimensions de son espace sera parallèle 
à OX, une aulre perpendiculaire au plan de la figure et le lec- 
leur se représentera la troisième le mieux qu'il pourra. Il nous 
suffira heureusement de considérer la seule dimension d'espace 
OX et d'étudier les phénomènes d’un univers linéaire ; en d'au- 
tres termes, nous nous bornerons à des mouvements de va-et- 
vient sur une droite de l'espace. 


T 
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l 
i l 
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N 
l 
| 
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lp 24 
O7 X 
u’ NU 


SANE 
Fig. 3. 


Les deux droites U'OU, V'OV à 45° des axes sont des lignes 
d'Univers de points qui avancent d’une unité horizontalement 
(dans l’espace) pour une unité verticalement (dans le temps) ; 
ces points ont donc une vitesse unité ; or nous avons pris la 
vitesse de la lumière pour vitesse unité ; U'OU, V'OV seront 


> 
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donc les lignes d'Univers d’ébranlements lumineux se propa- 
geant dans des directions opposées de notre univers linéaire. 

Tout événement P du quadrant UOV est sans aucun doute 
postérieur à l'événement O, quel que soit le moyen utilisé pour 
compter le temps. Une particule matérielle pourrait, en effet, 


` 


aller de O en P, la vitesse nécessaire à ce déplacement étant 
inférieure à celle de la lumière ; aucun observateur sensé ne 
se risquerait à dire que la particule a terminé son voyage avant de 
l'avoir commencé. Il serait, en fait, possible pour un observa- 
teur décrivant NP de recevoir un signal lumineux ou un radio- 
télégramme lui annonçant l'événement O au moment précis où 
il atteindrait N, puisque ON est la ligne d'Univers d'un pareil 
message ; après le temps NP il aurait la perception directe de 
l'événement P. Avoir la certitude qu’un événement s’est accom- 
pli avant de percevoir directement un deuxième événement est 
une preuve évidente de leur ordre absolu dans la nature, qui 
convaincrait non seulement l'observateur envisagé mais tout au- 
tre observateur avec qui il pourrait communiquer. 

De même les événements du quadrant U’OV’ sont indubita- 
blement antérieurs à l’événement O. 

Pour un événement P’ des quadrants UOV’ et VOU’ nous 
ne pouvons affirmer s'il est antérieur ou postérieur à O. D'après 
la manière dont l'observateur S que nous avons choisi compte 
son temps, P’ est postérieur à O car P’ se trouve au-dessus de 
OX ; mais cette conclusion n’a plus rien d'absolu. La ligne 
d'Univers OP’ correspond à une vitesse supérieure à celle de 
la lumière de sorte que nous ne connaissons aucune particule, 
aucun ébranlement physique qui puisse suivre cette ligne d'Uni- 
vers. Un observateur percevant l'événement P’ ne peut, quel 
que soit le procédé employé, recevoir la nouvelle de l'événe- 
ment O qu'une fois P’ arrivé. L'ordre des deux événements est 
par conséquent nécessairement déduit de la valeur de la durée 
de propagation du message et cette valeur dépend essentielle- 
ment de la manière dont l'observateur compte son espace et 
son temps. 

L’espace-temps se trouve donc divisé en trois zones par rap- 

ort à l'événement O ; U’OV’ appartient sans aucun doute au 
passé ; UOV est le futur. UOV’, VOU’ ne sont d’une manière 


absolue ni le passé, ni le futur, mais simplement « ailleurs ». 


L'UNIVERS A QUATRE DIMENSIONS 63 


Il est à remarquer que, puisque nous n'avons aucun moyen 
d'affirmer que deux points de l’espace sont « le même point », 
et puisque les événements O et P pourraient fort bien affecter 
la même particule matérielle, il n'y a aucune raison de dire 
que ces événements ont eu lieu en des endroits différents, bien 
que ce soit l'opinion de l'observateur S ; au contraire, les 
événements O et P’ ne peuvent affecter la même particule et 
aucun observateur ne peut les considérer comme survenus au 
même endroit. L'intérêt principal de cette analyse est qu'elle 
nous montre que la liberté dont nous jouissons dans le choix 
de l'axe des temps n'est pas incompatible avec l'existence des 
régions de passé et de futur absolus. 

Bien qu'il y ait un passé et un futur absolus, il y a entre 
eux une zone neutre et la simultanéité d'événements en diffé- 
rents endroits n’a aucune signification absolue. Pour l'obser- 
vateur que nous avons choisi, tous les événements le long de 
OX sont simultanés ; pour un autre observateur, la ligne des 
événements simultanés avec O aurait une direction différente. 
La négation de la simultanéité absolue est le complément natu- 
rel de la négation du mouvement absolu. La dernière affirme 
notre impuissance à déterminer un même lieu à deux instants 
différents et la première à déterminer un même instant en 
deux lieux différents. TI est curieux de constater que la néga- 
tion philosophique du mouvement absolu est une chose que 
l'on accepte facilement, tandis que celle de la simultanéité 
absolue semble à beaucoup révolutionnaire. 

Cette division en passé et en futur (caractère spécial à. 
l'ordre dans le temps et qui n’a pas d'équivalent dans l’ordre de 
l'espace) est liée étroitement à nos idées de causalité et de libre 
arbitre. On peut comparer un schéma du monde entièrement 
déterministe à une carte sur laquelle les événements passés et 
futurs sont des points marqués — aussi utiles à notre explora- 
tion du présent que les points de l'espace où nous ne sommes 
pas. Les événements ne se produisent pas : ils sont à leur place, 
et nous les rencontrons en suivant notre ligne d’Univers. L'acte 
de se produire, pour un événement, est une simple formalité 
signifiant que l'observateur est passé dans le futur absolu de 
De en question, formalité qui par elle-même n'a pas 
grande importance. Nous pouvons savoir qu'il y aura une 
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éclipse en 1999 avec le même degré de certitude que nous con- 
naissons à Algol un compagnon que nous n'avons jamais vu. 
Notre connaissance des choses là où nous ne sommes pas et 
celle des choses quand nous n’y sommes pas sont exactement 
de même nature — une déduction (parfois erronée) aidće par 
notre mémoire et basée sur des impressions que notre cerveau 
reçoit en ce lieu où nous sommes maintenant. 

Donc, si les événements rentrent dans un schéma détermi- 
niste, il ny a rien qui puisse empêcher quelqu'un d'être sûr 
que tel événement arrivera, avant même son arrivée ; un évé- 
nement peut être la cause d'événements qui lui sont antérieurs. 
Ainsi l’échipse de Soleil de Mai 1919 détermina certains de ses 
observateurs à s'embarquer en Mars. On peut objecter que ce 
n'est pas l'éclipse elle-même mais les calculs qui avaient prévu 
cette éclipse, qui furent la cause de cet embarquement ; je ne 
pense pas qu'une pareille distinction soit possible étant donné 
le caractère indirect de la connaissance que nous avons des 
événements en général, à part ceux qui se produisent au point 
précis de l'espace que nous occupons. Un observateur qui aurait 
pour mussion de porter toute son attention sur notre monde, 
constaterait que certains événements paraissent la cause d’évé- 
nements dans leur futur, et d’autres la cause d'événements 
dans leur passé — la vérité étant que lous ces événements sont 
lés par des lois déterminées, les événements « causes » n'étant 
en quelque sorte que des foyers particulièrement visibles d’où 
rayonnent jes liens qui les unissent aux événements « eflets ». 

Le fait que nous avons reconnu l'existence d'un passé et 
d'un futur absolus semble lié à la possibilité d'événements qui 
n'obéissent pas à un schéma déterministe. Si, par exemple, 
l'événement O est un ultimatum et que ce soit un chef de l'Etat 
auquel il s'adresse qui décrive la ligne d'Univers NP, il est 
alors bien évident pour tous les observateurs que ce qui a con- 
duit ce personnage à produire l'événement P, c'est sa connais- 
sance de l’ultimatum. P doit alors se trouver dans le futur 
absolu de O et, comme nous l'avons vu, être contenu dans le 
quadrant UOV. Or cette déduction n'est permise que si l’événe- 
ment P a pu être déterminé par l'événement O, et non par des 
causes antérieures à ces deux événements — si, en particulier, 
il pouvait se produire ou non en l'absence de O, tout en obéis- 
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sant parfaitement aux lois de la nature. La physique n’a pas 
à s'occuper de ces événements qui échappent au déterminisme ; 
la distinction du passé et du futur absolus ne l’intéresse donc 
pas directement. Il n’est pourtant pas dénué d'intérêt de mon- 
trer que le passé et le futur absolus qui nous sont fournis par 
la théorie de l'espace-temps à quatre dimensions, sont confor- 
mes à nos besoins courants, bien que ce soit là un fait que le 
physicien puisse le plus souvent ignorer. 

Considérons maintenant tous les événements qui se trouvent 
à un intervalle de O égal à l'unité. L’intervalle s est donné par 
la formule : 


s? = — (asc, ) — (Yay) — (zaz)? + (ét). (x) 


Nous avons changé le signe de s? car dans la plupart des cas 


Fig. 4. 


(sinon toujours), le s? tel que nous l'avions défini, aurait été 

négatif. Dans l'espace euclidien des points distants de O de 

l'intervalle unité auraient été distribués sur une circonférence. 

Mais à cause du changement de géométrie dû à la modification 
5 
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du signe de (t,—{,), ils se trouvent maintenant sur une hyper- 
bole équilatère dont les deux branches sont KLM et K'L'M'. 
Comme l'intervalle est une grandeur absolue, tous les 
observateurs, quels qu'ils soient, conviendront d’un commun 
accord que les points de cette hyperbole sont à un intervalle 
unité de ©. 

Effectuons maintenant la construction suivante. Traçons une 
droite OFT, qui coupe l'hyperbole en F ; menons en ce point 
la tangente FG qui rencontre la ligne d’ Univers de la lumière 
U'OUÙ en G. Complétons le parallélogramme OFGH et prolon- 
geons OH suivant OX,. Nous pouvons maintenant affirmer 
qu'un observateur S, qui choisit OT, pour axe des temps, regar- 
dera nécessairement OX, comme sa direction d'espace et pren- 
dra OF et OH pour unités de temps et d'espace. 

Les deux observateurs font leurs divisions de l'espace et du 
temps d'une manière différente comme le montrent les Fig. 5 
et 6 ; dans les deux cas les divisions sur les axes de temps ou 
d'espace sont à l'unité de distance les unes des autres, cette unité 
dépendant essentiellement de la manière propre de compter de 
chaque observateur. Le même diagramme des événements dans 
l'Univers sera applicable aux deux observateurs ; S, remplacera 
simplement les divisions de S par les siennes et localisera les 
événements dans son espace et son temps à lui. On voit aisé- 
ment que les lignes de vitesse unité correspondant au par- 
cours de l’unité d'espace pendant l'unité de temps — coïncident 
pour les deux systèmes de sorte que la vitesse d’un ébranle- 
ment lumineux est égale à l'unité pour les deux observateurs. 
On peut montrer, comme conséquence des propriétés de l'hy- 
perbole, que le lieu des points situés à n'importe quel inter- 
valle s de O donné par (1) : 


2 = (i—i)? — (1—1), 


èst une même hyperbole pour les deux systèmes. Les deux obser- 
vateurs sont d'accord dans leurs mesures d'intervalles bien qu'ils 
ne le soient plus pour les longueurs, durées et vitesses, sauf celle 
de la lumière. Cette transformation un peu compliquée est 
mathématiquement équivalente à un simple rotation d'axes 
quand on fait usage du temps imaginaire. 

On ne doit pas supposer que la différence qui existe entre la 
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division en carrés de l'observateur S et la division en losanges 
de l'observateur S,, correspond à quelque distinction ayant son 
origine dans la nature. On pourrait dire que S, transporte 
l'espace-temps non déformé de la Fig. 5 à la Fig. 6 et là, le 


Xi 


Fig. 6. 


déforme de façon que les losanges que nous avons tracés devien- 
nent des carrés ; nous pourrions tout aussi bien partir de cet 
espace-temps déformé, partagé par S, en carrés ; les divisions 
. de S seraient alors représentées par des losanges. On ne peut 
pas dire que l'espace-temps de chacun des observateurs soit 
déformé d'un manière absolue ,mais qu'ils sont déformés l’un 
par rapport à l'autre. C'est la relation d'ordre qui est d'une 
nature intrinsèque et qui est la même à la fois pour les carrés 
et pour les losanges ; quant à la forme, l'observateur l'introduit 
dans la nature quand il fait choix de ses divisions. 

Nous pouvons maintenant retrouver la contraction de Fitzge- 
rald. Considérons une règle de longueur égale à l'unité, au 
repos pour l'observateur S ; les deux extrémités de la règle sont 
au repos dans son espace et restent, par conséquent, constam- 
ment sur les mêmes divisions d'espace ; leurs lignes d'Univers 
PP’, QQ (Fig. 7) sont donc parallèles à l'axe des tenips. Quant 
à la règle elle-même, c’est l'objet à quatre dimensions dont une 
section est représentée par P'PQQ'. Superposons à la même 
figure les divisions de l’espace-temps de S, (lignes pointillées). 
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Prenons une section à un instant quelconque ; la position de la 
règle, à cet instant, est P,Q,, c’est-à-dire la section de P'PQQ 
par la ligne de temps constant de S,. On voit sur la figure que 
P,Q, est un peu plus long que PQ, mais un peu plus court 
qu'une division d'espace de S, ; l'observateur S, juge donc 
que la règle a une longueur d'un peu moins d’une unité ; elle 
s’est contractée par suite de son mouvement relatif par rapport 
à l'observateur. 


Fig. 7. 


De même RR’ SS’ est l'image d'une règle au repos pour 
S,. Couvrant ce diagramme des divisions d'espace-temps de S, 
la règle occupe R,S, à un instant déterminé pour S ; ce seg- 
ment est plus court qu'une division d'espace de S ; l'observa- 
teur S juge que la règle a subi une contraction du fait de son 
mouvement par rapport à lui. 

Nous pouvons également illustrer de cette manière le pro- 
blème de la durée du cigare (Chap. I) ; chaque observateur 
croit que c'est le cigare de l’autre qui a duré le plus longtemps. 
LM (Fig. 8) représente la durée du cigare de S (2 unités) ; 
pour S, cette durée est dun peu plus de deux divisions de 
temps. De plus le cigare n’a plus sa ligne d'Univers parallèle à 
l'axe du temps de S, : il a bougé. De même L'N’ est la durée 
du cigare de S, (2 unités de temps pour lui) ; cette durée 
est un peu supérieure à deux unités pour S (à noter que dans 
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absurdité ». Mais je crois que cette voix a dû se faire entendre 
plus d’une fois dans le cours de l'histoire de la physique. Quelle 
absurdité de dire que cette table solide sur laquelle j'écris n'est 
qu'un ensemble d'électrons doués de vitesses prodigieuses à tra- 
vers des espaces vides aussi vastes par rapport aux électrons 
que, par rapport aux planètes du système solaire, les distances 
qui les séparent ! Quelle absurdité de dire que l'air léger presse 
mon corps à raison de plus de un kilogramme par centimètre 
carré ! Quelle absurdité de penser que cet amas d'étoiles que 
j'observe maintenant dans mon télescope n'est que le reflet d'un 
passé de plus de 50.000 ans ! Non, n'écoutons pas cette voix, 
elle n'a plus aucun crédit ! 

Dire que le temps est une quatrième dimension, peut susciter 
des difficultés inutiles qu'une définition plus précise peut fort 
bien éviter. C’est dans le monde extérieur que les quatre dimen- 
sions se trouvent réunies — et non dans les rapports de ce 
monde extérieur avec un observateur qui fait une étude directe 
de l’espace et du temps. C'est précisément dans ces rapports 
avec l'individu que l’ordre dans l’espace et l’ordre dans le temps 
se présentent différemment. L'individu n'est autre qu'un objet 
à quatre dimensions de forme très allongée ; en langage ordi- 
naire nous disons qu'il a une extension considérable dans le 
temps et négligeable dans l’espace. Pratiquement, on peut le 
représenter par une ligne, sa ligne d’'Univers. Quand le monde 
est rapporté à cet individu, sa propre dissymétrie intervient dans 
les rapports ; et la succession des événements prise parallèle- 
ment à sa ligne d' Univers, c’est-à-dire parallèlement à lui- 
même, se montre comme profondément différente de tous les 
autres ordres d'événements. 

Je crois que l'exposé le plus connu que l'on a fait de cette 
question de la quatrième dimension est celle de E. Abbott dans 
son livre populaire : « Flatland ». Il peut être intéressant de 
voir jusqu’à quel point l'Univers à quatre dimensions de l'espace- 
temps est conforme à ses prévisions. Īl insiste sur ces trois 
points : 

1° Quand un corps à quatre dimensions se meut, sa section 
par le monde à trois dimensions peut varier : un corps rigide 
peut donc changer de forme et de dimensions. 

2° Un corps pourrait pénétrer dans un espace parfaitement 
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les deux diagrammes L’, M’, N’ représentent respectivement les 
mêmes points que L, M, N). 


Fig. 8. 


Si dans la Fig. 4 nous avions pris OT, presque confondu 
avec OU, nos losanges auraient été très allongés et les divisions 
unités OF, OH très grandes. Ce genre de partage serait fait par 
un observateur dont la ligne d'’Univers serait OT,, et qui aurait 
par conséquent une vitesse voisine de celle de la lumière. A la 
limite, quand la vitesse atteint celle de la lumière, l'unité d'es- 
pace et l'unité de temps deviennent simultanément infinies, de 
sorte que pour un observateur ayant la vitesse de la lumière, 
toute succession d'événements demandant pour se produire 
un temps fini pour S, se produit dans un temps nul pour S, 
et les dimensions d’un objet déterminé pour S sont nulles pour 
S,. Mais tout ceci ne s'applique qu'aux deux dimensions x et t ; 
les divisions d'espace suivant les axes perpendiculaires à OX, ne 
sont pas affectées par ce mouvement le long de l'axe des x. 
Pour un observateur se mouvant avec la vitesse de la lumière 
tous les objets ordinaires deviennent donc à deux dimensions ; 
leurs dimensions latérales sont conservées mais ils deviennent 
infiniment minces dans le sens du mouvement. On interprète 
en général ce fait que des événements se produisent dans un 
temps nul, en disant que l'inertie de toute particule se mou- 
vant avec la vitesse de la lumière devient infinie de sorte que 
le cours des phénomènes moléculaires relatifs à notre observa- 
teur, doit s'arrêter. En un « chn d'œil » pour S, bien des évé- 
nements peuvent survenir dans l'Univers de S ! 

Si féconde que soit la théorie de l'Univers à quatre dimen- 
sions, on ne peut étouffer en soi une voix qui murmure : « Tu 
sais bien, au fond, que cette quatrième dimension n’est qu'une 
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clos en suivant la direction de la quatrième dimension ; c’est 
là une généralisation de ce fait que nous pouvons faire tomber 
la pointe de notre crayon en tout point intérieur à un carré, 
sans couper ses côtés. 

3° On pourrait voir l'intérieur d’un corps solide de même 
que nous pouvons voir l'intérieur d’un carré en plaçant notre 
œil extérieurement à son plan. 

La contraction de Fitzgerald n'est autre que la manifestation 
du premier phénomène. 

Si l’on identifie la masse avec la quantité de matière, le 
deuxième phénomène n'a pas lieu ; on pourrait concevoir aisé- 
ment son occurence s'il ne s'était pourvu contre elle grâce à 
une loi de la nature, celle de la conservation de la masse. Logi- 
quement il pourrait donc arriver, mais il n'arrive pas. 

Le troisième phénomène n’a pas lieu pour deux raisons. Un 
corps de la nature a une extension dans le temps aussi bien que 
dans l'espace SA par suite quatre dimensions, mais pour que 
l'analogie soit conservée, il faudrait que l'objet ait une dimen- 
sion de moins que l'Univers, exactement comme le carré que 
nous observions d’un point de la troisième dimension. Si, tout 
d’un coup, le solide venait à sortir de l'existence, de manière 
à présenter une section plane par rapport au temps, nous ne 
pourrions encore voir son intérieur, car la lumière est con- 
trainte de suivre certaines lignes d'Univers bien définies telles 
que U'OV, V'OU de la Fig. 3, tandis que dans l’espace à trois 
dimensions, elle peut suivre n'importe quelle ligne droite. On 
pourrait remédier à cet inconvénient en interposant une sorte 
de milieu dispersif de sorte que la lumière d’une longueur 
d'onde déterminée pourrait suivre une ligne d’Univers quelcon- 
que dans l'espace-temps ; regardant alors un solide qui viendrait 
à sortir lout d’un coup de l'existence nous pourrions percevoir 
au même moment les impressions lumineuses de toutes ses 
particules intérieures (en les supposant lumineuses par elles- 
mêmes) ; c'est alors que nous verrions réellement l'intérieur 
de ce ide 

Comment nos pauvres yeux pourraient-ils débrouiller ces 
impressions déconcertantes ? C’est là une toute autre question. 

L'intervalle est, pour nous, une grandeur si importante 
que nous devons insister sur sa mesure. Supposons que nous 
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ayons une règle AB divisée en kilomètres, par exemple, 

qu’à chacune de ses divisions soit placée une horloge marquant 
également des kilomètres (on doit se rappeler que le temps peut 
être mesuré indifféremment en secondes ou en kilomètres, c’est- 
à-dire en temps mis par la lumière pour parcourir un kilomè- 
tre). Quand les horloges sont convenablement réglées et qu’on 
les regarde du point A la somme de leur indication et de la 
division correspondante de la règle est la même pour toutes 
puisque la graduation de la règle donne la correction à faire 
subir au temps du fait de la da de propagation de la lumière 
des différentes horloges au point A, cette propagation se faisant 
avec la vitesse unité. C’est ce que montre la Fig. 9 où les indi- 


cations des horloges sont celles que l’on observe du point A. Ali- 
gnons maintenant notre règle sur les deux événements ; notons 
l'heure et la graduation de la règle (t, zı) correspondant au 
premier événement, et les lectures (t,, x,) correspondant au 
deuxième. D’après la formule donnée prédédemment : 


= (ti) — (rx, Ÿ. 


Supposons que nous ayons pris un étalon de repos différent 
et que la règle soit animée d’un mouvement uniforme dans la 
direction AB. Les divisions iraient à la rencontre du deuxième 
événement et (x,—x,) serait alors plus petit que précédemment. 
Cette variation est compensée par celle de (t,—t,). A avance 
maintenant à la rencontre de la lumière provenant des horlo- 
ges disposées le long de la règle ; cette lumière arrive en quelque 
sorte trop vite et dans le réglage initial décrit plus haut, les 
horloges doivent être légèrement retardées. L’ « heure » de 
l'événement est donc plus petite. Il y a encore d’autres correc- 
tions, également petites, provenant de la contraction de Fitzge- 
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rald, etc. ; finalement, quel que soit le mouvement uniforme 
donné à la règle, la valeur de s est toujours la même. 

Dans la mécanique classique, on nous apprend que les vites- 
ses peuvent s'ajouter par voie d’addition. Si la vitesse de B par 
rapport à À (observée par À ou par B) est de 100 km. par sec. 
et si la vitesse de C par rapport à B est aussi de 100 km. par 
sec. et dans la même direction, la vitesse de G par rapport à A 
est de 200 km. par sec. Eh bien, non ! Ce n’est pas tout à fait 
exact ; le résultat rigoureux est de 199,999978 km./sec. Cette 
différence n'est pas difficile à expliquer ; elle provient de ce que 
les deux vitesses et leur résultante ne sont pas comptées avec 
les mêmes divisions d'espace et de temps. Quand B mesure la 
vitesse relative de C par rapport à lui, il le fait avec son espace 
et son temps à lui, et il doit réduire sa mesure aux unités 
d'espace et de temps de À avant de l'ajouter à une vitesse mesu- 
rée par À. 

H n'est pas sans intérêt de rappeler que dès 1851 on connut 
un cas où se trouvait en défaut la règle ordinaire de la com- 
position des vitesses, bien que l'échec de cette règle n'eût pas 
été reconnu à celte époque. Supposons qu'un faisceau lumi- 
neux soit envoyé dans un courant d’eau et que sa direction ait 
le sens du courant ; soient w la vitesse de la lumière se pro- 
pageant dans l'eau et u celle du courant ; nous pourrions nous 
attendre à ce que la vitesse de la lumière pour un observateur 
fixe soit u+w. L'expérience fut faite par Fizeau et elle montra 
qu'en définitive cette vitesse était inférieure à u+w. Or la loi 
de composilion des vitesses que donne la théorie de la relati- 
vité est parfaitement d'accord avec les résultats trouvés par 
Fizeau. 

Si nous poursuivons l'enchaînement en introduisant D dont 
la vitesse par rapport à C, mesurée par G, est de 100 km. par 
sec., et ainsi de suite, ad infinitum, nous n'obtiendrons jamais 
une vitesse infinie par rapport à A, mais une vitesse tendant 
vers cette vitesse limite de la lumière, 300.000 km./sec. Cette 
vitesse a la propriété remarquable d’être une vitesse absolue 
tandis que toute autre n'est que relative. Vient-on à parler 
d'une vitesse de 100 km./sec. ou de 100.000 km./sec., cette 
question doit immédiatement se poser à nous : vitesse par 
rapport à quoi ? Si l'on parle, au contraire, d'une vitesse de 
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300.000 km./sec., il est inutile de se poser cette question car 
la réponse serait : par rapport à n'importe quel fragment de 
matière. Une particule $, émise par du radium, peut se mou- 
voir avec une vitesse de plus de 200.000 km./sec. ; mais, pour 
un observateur qui lui serait fixé, la vitesse de la lumière serait 
encore de 300.000 km./sec. Ceci nous rappelle le symbole 
transfini Aleph du mathématicien, duquel vous pouvez retran- 
cher n'importe quel nombre et qui reste encore identique à lui- 
même. 

La vitesse de la lumière joue un rôle capital dans la théorie 
de la relativité et il est important de bien comprendre quelle 
est la propriété qui la rend fondamentale. Le fait que la vitesse 
de la lumière est la même pour tous les observateurs, est une 
conséquence plutôt qu'une cause de son caractère exceplion- 
nel. Quand nous l'avons introduite pour la première fois dans 
le but de créer une coordination des unités de longueur et de 
temps, c "était par pure convention et en vue de np de les 
expressions algébriques. Par la suite, nous nous sommes ser- 
vis plus d'une fois de ce fait que Von ne connaît rien en phy- 
sique qui puisse se propager avec une vitesse supérieure, de 
sorte que, pratiquement, nous déterminons la simultanéité à 
l'aide de signaux transmis avec cette vitesse. Si jamais l'on 
découvrait quelque nouveau rayon plus rapide, on pourrait peut- 
être l'utiliser pour remplacer les signaux lumineux et la vitesse 
de la lumière dans la partie présente de la théorie, en modi- 
fiant convenablement la manière de mesurer le temps, afin de 
le faire correspondre à la nouvelle vitesse choisie ; du reste, on 
serait ainsi conduit à une complication plus grande dans les 
formules car la contraction de Fitzgerald, qui intéresse les mesu- 
res d'espace, dépend essentiellement de la vitesse de la lumière. 
L'importance capitale de cette vitesse de la lumière est qu'il 
n'existe aucun corps matériel dont la vitesse puisse la dépasser. 
Ceci nous donne un procédé général pour distinguer physi- 
quement les trajectoires dans le temps de celles dans l’espace 
pur, c’est-à-dire celles qui peuvent être suivies par la matière 
de celles qui ne le peuvent pas. La structure matérielle de 
l'Univers à quatre dimensions est fibreuse et les fibres suivent 
les lignes d'Univers dans le temps ; toutes entrelacées, elles 
forment la chaîne d’un tissu non tramé. Par suite, si la décou- 
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verte de quelque nouveau rayon nous amenait à modifier notre 
manière de compter le temps et de mesurer l’espace, il serait 
encore nécessaire dans l'étude des systèmes matériels de con- 
server, en créant de nouveaux noms s’il le fallait, cette distinc- 
tion actuelle absolue d'intervalle « dans le temps » et d'inter- 
valle « dans l'espace pur ». 

On peut se demander si rien ne peut exister qui ait une 
vitesse supérieure à celle de la lumière. Sans aucun doute, la 
matière ne peut répondre à la question ; mais rien n'empêcherait 
qu'il existât dans la nature quelque chose de plus rapide. 
« Mr. Speaker », dit Sir Bayle Roche, « n'étant pas oiseau, 
je ne puis être en deux lieux différents au même moment ». 
Toute entité douée d’une vitesse supérieure à celle de la lumière 
aurait la propriété qu'assigne à son oiseau Sir Bayle Roche. 
C'est à peine s'il est plus contradictoire de dire qu'un objet peut 
être à deux places différentes au même instant que de se trouver 
à la même place à deux instants différents. Les difficultés de la 
théorie des quanta nous portent parfois à penser que cette 
possibilité ne doit pas être rejetée ; mais, dans l'ensemble, l'expé- 
rience semble se prononcer contre l'existence de ce quelque 
chose qui puisse se mouvoir avec une vitesse supérieure à celle 
de la lumière. 

La théorie relativiste et le principe de relativité sont com- 
plètement indépendants de toute hypothèse sur la constitution 
de la matière ou de le lumière. Jusqu'ici, le seul rapport que 
nous ayons eu avec la théorie électrique, fut au sujet de l’expli- 
cation de la contraction de Fitzgerald donnée par Larmor et 
Lorentz, mais la discussion de la théorie de l'Univers à quatre 
dimensions nous a permis de trouver une explication plus géné- 
rale du changement de longueur. La théorie électrique de la 
matière a subi un choc qui Fa réellement affaiblie le jour où 
l'on a trouvé que de nombreux effets expérimentaux attribués 
primitivement à des propriétés particulières des forces électri- 
ques, n'étaient en réalité que des conséquences très générales 
de la relativité de nos connaissances basées sur l'observation. 

Si la théorie électrique de la matière n’est plus aussi évidente 
qu'elle le parut à un moment donné, il n'en reste pas moins 
vrai qu'on peut l'employer sans crainte sérieuse. Admettre deux 
entités, matière et charge électrique, alors qu'une seule suffi- 
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rait, est une hypothèse arbitraire mjustifiable dans l'état actuel 
de la science. Le grand pas que la théorie électrique a fait faire 
à cette question est l'explication précise de la propriété de liner- 
tie. J.-J. Thomson a montré théoriquement que tout conduc- 
teur chargé qui doit être mis en mouvement ou arrêté, néces- 
site un effort additionnel du fait même de l'existence de sa 
charge électrique. Le conducteur mobile doit entraîner avec lui 
son champ électrique, et une force est nécessaire pour mettre 
ce champ en mouvement. C'est cette propriété que l’on appelle 
l'inertie, et sa mesure est la masse. Si, conservant une charge 
constante, on diminue les dimensions du conducteur, cette 
inertie augmente. On a prouvé expérimentalement que les plus 
petites particules séparables constituant la matière ont des di- 
mensions exiraordinairement petites et portent des charges ; 
ceci nous suggère l'idée que l'existence de ces charges pourrait 
bien être la cause de l’inertie totale de la matière. L' explication 
est suffisante et il ne semble y avoir aucune raison de douter 
que toute linertie soit de nature électrique. 

Quand les calculs sont appliqués à des charges se mouvant 
avec une vitesse considérable, ils montrent que l'inertie électri- 
que n'est pas rigoureusement constante, mais dépend de cette 
vitesse ; dans tous les cas la variation est définie par cette loi 
que l'inertie est simplement proportionnelle à l'énergie totale 
du champ électromagnétique. Nous pouvons, si nous voulons, 
dire que la masse d’une particule chargée au repos appartient 
à son énergie électrostatique ; quand la charge est mise en mou- 
vement, l'énergie cinétique vient s'ajouter et cette énergie ciné- 
tique a également une masse. Il s'ensuit que masse (inertie) 
et énergie ne sont qu'une seule et même chose ou du moins 
ne sont que deux aspects d'une même chose. On doit se 
rappeler que, d'après cette théorie, la plus grande partie de la 
masse de la matière est due à une énergie cachée que l'on n'a pas 
encore pu mettre en évidence. 

La question de savoir si l'énergie électrique non liée à des 
charges électriques peut avoir une masse, trouve une réponse 
affirmative dans le cas de la lumière. La lumière a une masse. 
Sans doute l'énergie de gravitalion a-t-elle également une 
masse ; sinon, il y aurait création de masse che fois, et c'est 
là un D des plus fréquents, que de l'énergie de gra- 
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vitation est transiormée en énergie cinétique. La masse de la 
totalité (négative) de l'énergie gravitationnelle de la Terre est 
de l’ordre de moins un billion de tonnes. 

L'accroissement théorique de la masse d'un électron avec la 
vitesse a été confirmé expérimentalement, l'accord avec le calcul 
étant parfait si l'on suppose l’électron soumis à la contraction 
de Fitzgerald qui provient de son mouvement. On a cru que cet 
accord démontrait que l'électron ne peut avoir une inertie autre 
que celle due au champ électromagnétique qu'il entraîne avec 
lui ; mais cette conclusion (bien qu'assez probable) n’est pas 
irréprochable ; en effet, ce résultat obtenu par un calcul spécial 
à l'inerte électrique, n'est qu'un cas particulier de ce que pré- 
voit la théorie de la relativité pour n'importe quel genre d'iner- 
tie ; c'est ce que nous montrerons au Chapitre IX. Le facteur 
donnant l'accroissement de la masse avec la vitesse n'est autre 
que celui qui affecte la longueur et le temps. Ainsi, une règle 
qui se meut avec une vitesse telle que sa longueur se trouve 
diminuée de moitié, a une masse qui sera doublée. Sa densité 
sera quadruplée puisque la règle devient à la fois plus lourde et 
moins volumineuse. 

Nous avons cru bon de rappeler ces quelques résultats de la 
théorie électrique de la matière et de la masse car, bien qu'elle 
ne soit pas nécessaire à la théorie de la relativité, elle est si 
universellement acceptée en physique, que le relativiste n’a 
pour ainsi dire pas le droit de l'ignorer. Plus tard, nous établi- 
rons d’une manière plus générale l'identification de la masse 
avec l'énergie et la variation de la masse avec la vitesse ; mais, 
comme la mesure expérimentale de l'inertie comporte l'étude 
d'un corps en mouvement non uniforme, il n'est pas possible 
de faire une discussion complète de la théorie de la masse, tant 
que nous n'aurons pas développé la théorie plus générale de la 
relativité appliquée au mouvement non uniforme. 


CHAPITRE IV 


Les CHAMPS DE FORCE. 


Nam per aquas quæcumque cadunt atque aera deorsum 
Haec, pro ponderibus, casus celerare necesse est 
Propterea quia corpus aquae naturaque tenuis 

Aeris haud possunt aeque rem quamque morari : 

Sed citius cedunt gravioribus exsuperata ; 

At contra nulli, de nulla parte, neque ullo 

Tempore, inane potest vacuum subsistere rei, 

Quin sua quod natura petit concedere pergat. 

Omnia quapropter debent per inane quietum 

Aeque ponderibus non aequis concela ferri. 


Lucrèce (De Natura Rerum, Livre Il). 


Notre conception première de la force est liée à la sensation 
musculaire que nous éprouvons quand nous exerçons un effort 
pour mettre la matière en mouvement ou pour l'arrêter. Des 
effets analogues sur le mouvement de la matière peuvent résul- 
ter d'actions où aucun être vivant n'intervient, et l’on est con- 
duit à regarder ces effets comme dûs également à des forces. 
On sait que la mesure scientifique d'une force est exprimée 
par la quantité de mouvement qu’elle communique à un corps 
en un temps donné. La transmission d'une force par contact 
matériel n’a rien de très abstrait ; la physique moderne montre 


(1) Il est vrai que, dans l’eau ou dans l'air, les corps accélèrent leur 
chute à proportion de leur pesanteur, parce que les ondes et le fluide léger 
de l’air n’opposent pas à tous la même résistance, mais cèdent plus aisé- 
ment aux plus lourds. Il n’en est pas de même du vide ; jamais et en 
aucun endroit il ne résiste aux corps ; il leur ouvre également à tous un 
passage. Ainsi les atomes, malgré l'inégalité de leurs masses, doivent se 
mouvoir avec une égale vitesse dans le vide, théâtre passif de leur activité. 
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que la quantité de mouvement se communique d’un corps à un 
autre par un processus de bombardement moléculaire. On peut 
rendre visible ce mécanisme et « voir » les molécules transmet- 
tre le mouvement par quantités élémentaires à travers la surface 
limite du corps sur lequel on agit. La force n’est en rien une 
action mystérieuse ; elle n'est en quelque sorte qu’une représen- 
tation commode de ces échanges de quantité de mouvement que 
nous pouvons toujours suivre de manière plus continue si nous 
voulons nous en donner la peine. Il est vrai qu'on n’a fait que 
reculer la difficulté, car le mode exact d'échange de la quantité 
de mouvement dans un choc moléculaire reste encore inexpli- 
qué ; pourtant, si imparfaite soit-elle, cette analyse nous donne 
tout de même une idée claire de la transmission du mouvement 
dans le cas des forces que l’on rencontre couramment. 

Mais, même dans la mécanique élémentaire, il y a une force 
naturelle extrêmement importante, qui paraît ne pas se com- 
porter de cette manière. La force de gravitation ne peut en 
effet se résoudre en une succession de chocs moléculaires. Un 
corps massif, tel que la Terre, semble entouré par le champ 
d'une force latente, tout prêt, si un autre corps y pénètre, à 
entrer en activité et à transmetire le mouvement. L'opinion 
courante que l'on se fait de cette puissance d'action, c'est qu'elle 
existe en permanence dans l’espace qui entoure la Terre, même 
s'il ne s’y trouve aucun corps qui puisse servir à la mettre en 
évidence ; on soupçonne vaguement qu'elle doit être due à 
quelque déformation ou à quelqu’autre propriété d’un milieu 
qu'on n'a jamais décelé. 

La gravitation est connue depuis des milliers d'années : depuis 
plus de deux cents ans ses lois ont été formulées avec une préci- 
sion suffisante pour presque tous les problèmes que l’on pouvait 
se poser, et pourtant l'on ne peut pas dire qu’on ait fait grand 
progrès dans l'explication du mécanisme par lequel elle agit. On 
prétend que plus de deux cents théories de la gravitation ont été 
proposées, mais les plus plausibles d’entre elles ont toutes ce 
défaut qu'elles n'aboutissent à rien et qu'elles ne permettent 
aucune vérification expérimentale. Beaucoup d’entre elles 
seraient aujourd'hui rejetées comme trop matérialistes à notre 
idée — théories remplissant l'espace de mécanismes compli- 
qués et que lon prisait étrangement au xix° siècle. Bien peu 


80 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 


survivraient à cette découverte récente que la gravitation n'agit 
pas seulement sur la matière mais également sur les ondulations 
de la lumière. 

La nature de la gravitation a paru à tous des plus mystérieu- 
ses, et cependant c'est un fait remarquable qu'il soit possible, 
dans une région limitée de l'espace, de créer un champ de 
force artificiel absolument semblable à un champ de gravitation 
naturel, à tel point qu'on n'ait jamais pu les différencier mal- 
gré toute la précision des expériences faites jusqu'ici. Ceux qui 
cherchent à expliquer la gravitation, se proposent naturellement 
comme but de trouver un modèle qui reproduise ses eflets ; 
mais aucun, jusqu'à Einstein, ne semble avoir pensé que l'on 
pouvait rencontrer le fil conducteur dans ces champs artificiels, 
si familiers qu'ils aient été. 

Quand un ascenseur commenceà s'élever, les personnes qui 
l'occupent perçoivent une sensation particulière qui est en réa- 
lité identique à celle d'un accroissement de leur poids. Cette 
impression disparaît dès que le mouvement devient uniforme ; 
elle est donc liée uniquement au changement de mouvement 
de l'ascenseur, c'est-à-dire à son accélération. Cet accroissement 
de poids n'est pas décelé que par nos sensations car toutes les 
expériences physiques que l'on peut faire le mettent également 
en évidence. La machine d'Atwood, souvent utilisée dans les 
laboratoires pour déterminer la valeur de l'accélération de la 
pesanteur, nous donnerait si nous la transportions à l'intérieur 
de l'ascenseur pendant le mouvement accéléré, une valeur plus 
grande. Un peson accuserait également des poids plus forts. Les 
projectiles auraient un mouvement conforme aux lois habituel- 
les mais avec une valeur plus grande de l'accélération de la 
pesanteur. En résumé, l'accélération du mouvement d'un ascen- 
seur en montée, aurait des effets mécaniques exactement sem- 
blables à ceux d’un champ de gravitation additionnel superposé 
au champ normal. 

Peut-être l’équivalence est-elle plus marquée et se voit-elle 
mieux quand le champ artificiel créé neutralise exactement le 
champ de gravitation. C'est ainsi que Jules Verne dans son 
roman Autour de la Lune, raconte l’histoire de trois hommes 
enfermés dans un projectile lancé dans l'espace par un canon 
monstre. L'auteur s'étend sur les faits amusants qui leur arri- 
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vent quand, parvenus au point neutre — c’est-à-dire au point 
où l'attraction de la Terre et celle de la Lune se contrebalancent 
rigoureusement — leur poids disparaît entièrement. Mais en 
réalité c'est à partir de l'instant où ils auraient quitté notre 
atmosphère qu'ils auraient perdu complètement toute sensation 
de leur poids, et ils ne l’auraient retrouvée à aucun moment de 
leur voyage autour de la Lune. Le projectile obéissait com- 
plètement à l’action de la gravitation, et il en était de même 
de tout ce qu'il contenait. Quand un des voyageurs lâchait une 
assiette, celle-ci ne pouvait « tomber » plus vite qu'elle ne le 
faisait déjà ; elle restait donc en équilibre par rapport au pro- 
jectile. 

Nous verrons que cette sensation de poids, nous ne l'éprou- 
vons pas quand nous sommes libres et que nous obéissons par- 
faitement aux ordres de la pesanteur, mais seulement lorsqu'on 
oppose quelque obstacle à notre chute. C’est essentiellement le 
sol ou notre chaise qui cause la sensation de poids en empê- 
chant notre chute. Littéralement il paraît vrai de dire que ce 
n'est pas la force de gravitation de la Terre que nous sentons, 
mais bien le bombardement des semelles de nos chaussures 
par les molécules du sol ; les impulsions qui en résultent mon- 
tent en nous et se répandent dans tout notre corps. C'est là 
un point de quelque importance car l’idée habituelle qui fait 
de la gravitation quelque chose dont nous pouvons avoir une 
sensalion directe nous prédispose tout naturellement à des con- 
sidérations matérialistes sur sa nature. 

Un autre exemple de champ de force artificiel nous est fourni 
par la force centrifuge due à la rotation de la Terre. Dans la 
plupart des recueils de constantes physiques se trouve une table 
des valeurs de « g », accélération de la pesanteur, aux diverses 
latitudes. Les nombres donnés ne sont pas relatifs à la gravita- 
lion seule ; ils représentent les valeurs de la résultante de la 
gravitation et de la force centrifuge due à la rotation de la Terre. 
Ces deux composantes sont tellement semblables dans leurs effets 
que les physiciens, pour leurs besoins courants, n'ont pas jugé 
utile de les distinguer et de les séparer. 

Des champs artificiels semblables se trouvent créés par les 
changements de direction ou de vitesse d’un aéroplane, et l'une 
des difficultés de la navigation aérienne est précisément cette 
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impossibilité de les distinguer du champ de gravitation vérita- 
ble avec lequel ils sont combinés. La pratique montre, du reste, 
que l'aviateur, pour piloter, n'a guère besoin d'être convaincu 
du caractère relatif de la force. 

Pour nous faire une idée sur l’origine de ces champs artifi- 
ciels, il nous faut revenir à l'Univers à quatre dimensions de 
l'espace-temps. L'observateur décrit une certaine ligne d'Uni- 
vers et sa trajectoire n'est pas nécessairement une ligne droite. 
Rappelons-nous à ce propos que la droite de l'Univers à quatre 
dimensions a une signification un peu plus étendue que la droite 
de l’espace ordinaire ; elle implique en plus une vitesse uniforme 
puisque c'est la vitesse qui détermine l’inclinaison de la ligne 
d'Univers par rapport à Faxe des temps. 

Un observateur situé dans un ascenseur accéléré parcourt de 
bas en haut une certaine ligne droite, à raison, par exemple, de 
1 mètre dans la première seconde, 4 dans les 2 premières secon- 
des, 9 dans les 3 premières, et ainsi de suite. Si nous portons 
ces nombres respectivement comme valeurs de z et de t sur un 
diagramme, nous obtenons comme ligne d'Univers une cer- 
taine courbe. Puis la vitesse de l’ascenseur devient uniforme et 
la ligne du diagramme devient alors une droite. Tant que la 
ligne d'Univers présente une courbure (mouvement accéléré) on 
perçoit un champ de force qui disparaît dès que la ligne devient 
droite (mouvement uniforme). 

Autre exemple. Un observateur sur la Terre, du fait de la 
rotation de celle-ci, décrit en un jour une circonférence. Si l'on 
suppose sa progression dans le temps régulière, il a pour ligne 
d'Univers une hélice. S'il est au pôle nord sa ligne d'Univers 
sera droite et il ne percevra aucune force centrifuge. 

Le champ de force artificiel est donc manifestement lié à la 
courbure de la ligne d'Univers et nous pouvons énoncer la loi 
suivante 

En tout point de la ligne d’Univers d’un observateur où la 
courbure est différente de zéro, cet observateur peut percevoir 
un champ de force artificiel. 

Ce champ de force n’est pas seulement un objet de sensation 
pour l'observateur ; il se révèle aussi dans les mesures physi- 
ques. Tl est du reste sous-entendu qu'on n'a pas dû, par ail- 
leurs, avoir à supposer une courbure à la ligne d'Univers. Natu- 
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rellement, si l'observateur de l'ascenseur sait que ses mesures 
sont modifiées par sa propre accélération et s'il leur fait les 
corrections convenables, il supprime par là-même la force arti- 
ficielle ; cette force n'existe que si notre observateur ignore son 
accélération, ou du moins raisonne comme s'il l'ignorait. 

On dit souvent que la force centrifuge est une force « fictive ». 
Du point de vue d'un observateur qui ne tourne pas avec la 
Terre, il n'y a pas de force centrifuge ; elle n'existe que pour 
l'observateur terrestre trop paresseux pour tenir compte d’une 
autre manière de la rotation de notre globe. On pense couram- 
ment qu'elle peut, grâce à celte « non-réalité », être aisément 
différenciée d'une force « réelle » telle que la gravitation ; mais 
si nous cherchons les bases de cette distinction, elles nous échap- 
pent. La force centrifuge disparaît par le choix d’un observateur 
qui ne tourne pas avec la Terre ; la force de gravitation dispa- 
raissait quand nous prenions pour observateur un des habitants 
de l’obus en chute libre de Jules Verne. Si, de pouvoir annuler 
un champ de force par un choix convenable de l'observateur 
est un signe de non-réalité, la gravitation est une force fictive 
au même titre que la force centrifuge. 

On peut objecter que la question n’a pas été discutée à fond. 
Le choix d’un observateur sans rotation permet d'annuler rigou- 
reusement et en quelque endroit que ce soit, la force centrifuge. 
Au contraire, quand nous prenons pour observaleur un voya- 
geur de Jules Verne, la gravitation disparaît bien, mais seulement 
au voisinage immédiat du projectile ; il faut remarquer que si 
des objets libres ne prennent par rapport à l'obus aucune accé- 
lération quand ils sont dans son voisinage, ils tombent au con- 
traire vers lui quand ils sont, par rapport à lui, de l’autre côté 
de la Terre. Nous voyons, par conséquent, que si nous cher- 
chons à nous débarrasser d’un champ de force, nous ne pour- 
rons faire disparaître celui-ci qu’au voisinage d’un certain point, 
pour le voir en même temps se concentrer partout ailleurs. En 
un mot, la gravitation ne peut être annulée que localement alors 
que la force centrifuge peut l'être partout à la fois. Le défaut 
de l'objection précédente est qu'elle suppose une différenciation 
expérimentale de la gravitation et de la force centrifuge — autre- 
ment dit, elle suppose ce qu'elle veut établir. La résultante de 
la pesanteur et de la force centrifuge est la seule force obser- 
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vable et nul observateur ne peut annuler cette résullante en 
tous les points de l'espace ; il doit se contenter de laisser subsis- 
ter une force résiduelle. L’observateur sans rotation prétend 
supprimer la partie fictive de la force observée, ne laissant que 
ce qu'il regarde comme doué d’une existence réelle (le champ 
de gravitation normal). Nous ne voyons aucune justification 
de cette prétention que peut avoir tout aussi bien un des obser- 
vateurs de Jules Verne. 

Il est indéniable que la distinction faite habituellement entre 
la force centrifuge et la pesanteur a de nombreux avantages 
dans les calculs mathématiques. Si du reste il n’en avait pas 
été ainsi, elle n'aurait pas subsisté si longtemps. Mais cette 
distinction, qui n'a aucune base physique, est purement mathé- 
matique et il arrive souvent que la scission d'une expression 
mathématique en deux termes de natures distinctes, utile dans 
le travail élémentaire, devient défectueuse dans un travail plus 
précis où interviennent des termes rectangles, petits il est vrai, 
mais dont il faut tenir compte. 

La mécanique newtonienne part de cette hypothèse qu'il existe 
quelque « sur-observateur ». S'il perçoit un champ de force, la 
force existe alors réellement. Des êtres inférieurs tels que les 
habitants du projectile, se font des idées différentes, mais sont 
victimes d’une illusion. C'est à ce « sur-observateur » que fait 
appel le mathématicien quand il commence une recherche de 
dynamique par ces mots : « Prenons des axes rectangulaires 
sans accélération ox, oy, 0z... ». Les axes rectangulaires sans 
accélération ne sont autres que les instruments de mesure du 
sur-observateur. 

Il est très possible qu'il y ait un sur-observateur dont on soit 
en droit de regarder les vues comme les plus vraies, ou du moins 
comme les plus simples. Une société formée de poissons civili- 
sés et instruits conviendrait sans doute que c'est vus par un 
poisson au repos dans l'océan, que les phénomènes se trouvent 
le mieux décrits. La mécanique de la relativité, elle, trouve 
qu'il n’est pas évident du tout qu'il y ait lieu de considérer les 
vues de tel ou tel observateur comme supérieures à d’autres. 
Toutes sont sur un pied d'égalité. Considérons un observateur À 
enfermé dans un projectile en chute libre vers la Terre et un 
observateur B dans un espace extérieur à tout champ de gravita- 
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tion ; À et B ne perçoivent aucun champ de force dans leur 
voisinage. Pourtant, pour la mécanique newionienne il y à 
entre les conditions dans lesquelles se trouvent ces deux obser- 
vateurs une distinclion artificielle : l’un B n'est pas du tout 
dans un champ de force alors que A s’y trouve réellement mais 
en voit les effet neutralisés par sa propre accélération. Qu'est-ce 
donc alors, que cette accélération de A ? C’est tout d’abord une 
accélération relative à la Terre ; mais alors, nous pouvons tout 
aussi bien admettre une accélération de la Terre par rapport 
à A et il n'est pas juste de la regarder comme liée à A. Ce qui 
fait son importance dans la philosophie newtonienne c'est 
quelle est une accélération par rapport à ce que nous avons 
appelé le sur-observateur. Ce potentat a divisé l'espace tel qu'il 
lui apparaissait par un réseau de lignes et de plans. J'ai bien 
peur que l'heure de son abdication n'ait sonné. 

Supposons que le système stellaire tout entier tombe en chute 
libre sous l'influence de l'attraction constante de quelque masse 
extérieure énorme, comme une goutte de pluie qui tombe sur 
la Terre. Cette hypothèse créerait-elle quelque modification dans 
les phénomènes ? Non, aucune. Il y aurait bien un champ de 
gravitation, mais l'accélération constante de l'observateur et de 
tous ses points de repère produirait un champ de force qui l'an- 
nulerait exactement. Qui pourra dire, alors, ce que c'est qu'une 
accélération absolue ? 

Nous renoncerons donc à nos tentatives de différencier les 
champs de force artificiels des champs de gravitation naturels, 
et nous appellerons le champ de force mesuré le champ de gra- 
vitation, en généralisant l'expression. Ce champ n'a rien 
d'absolu, et nécessite toujours la spécification de quelque obser- 
vateur. 

On peut éviter de se trouver induit en erreur en reconnais- 
sant tout de suite qu'il existe dans l'influence gravitationnelle 
qui rayonne des grosses masses certaines complications qui 
sont absolument caractéristiques. Une théorie qui ne voudrait 
pas admettre ce point se heurterait sûrement au bon sens. Ge 
que l'objection faite précédemment nous a montré c'est que le 
caractère essentiel d'une région voisine de la matière, n'est pas 
la présence d’un champ de force ; ce doit être quelque chose 
de plus complexe. Nous aurons à expliquer en temps voulu la 
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nature de cet effet plus complexe de la matière sur les propriétés 
de l'Univers. 

La règle donnée plus haut, qu'un observateur perçoit un 
champ ie force artificiel dès que sa ligne d'Univers présente une 
courbure non nulle, doit maintenant être remplacée, car ce qu'il 
nous faut plutôt, c'est une règle déterminant les conditions dans 
lesquelles il percevra un champ de force quelconque. A vrai 
dire, la règle primitive a perdu toute signification, car une 
ligne d'Univers droite n’est pas une conception absolue .Le mou- 
vement uniforme sur une ligne droite n’est pas le même pour 
un observateur tournant avec la Terre que pour un observateur 
sans rotation qui doit alors tenir compte des sinuosités intro- 
duites dans la trajectoire apparente par la rotation elle-même. 
Nous avons posé en principe que ces deux observateurs ont la 
même importance et que leurs jugements méritent le même 
degré d'attention. Une ligne droite de l'espace-temps n'est donc 
pas un concept absolu et l'existence d’un observateur est néces- 
saire pour la définir. 

Nous avons vu aussi que si l'observateur et ses instruments 
de mesure n'’obéissent à aucune laison (s'ils sont donc en 
chute libre), le champ de force qui les entoure immédiatement 
s’annule pour eux. Ce n'est qu'au moment où notre observateur 
est dévié de sa ligne d'Univers propre qu'il a la sensation de se 
trouver au sein d'un champ de force. En laissant de côté la 
question du mouvement des corps électrisés que nous devrons 
soumettre à une étude plus approfondie, l'observateur ne peut 
abandonner sa ligne d'Univers propre que s’il se trouve dérangé 
par des chocs matériels, par exemple le bombardement des se- 
melles de ses chaussures par les molécules du sol. Nous pouvons 
dire alors qu'un corps ne peut quitter sa ligne d'Univers natu- 
relle sans cause visible, et tout champ de force environnant 
un observateur résulte de ce que celui-ci a quitté sa ligne d'Uni- 
vers propre sous l'effet d'une pareille cause. Il n'y a rien de 
mystérieux en ce qui concerne ce genre de force ; il n'est que 
le reflet des perturbations apportées au mouvement de l’obser- 
vateur de même que la fuite rapide des maisons et des bois à 
travers la fenêtre de notre wagon n'est que le reflet du mouve- 
ment de notre train. 

Notre attention se trouve ainsi attirée vers les lignes d'Univers 
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naturelles des corps libres qui semblent empreintes d'un cer- 
tain caractère absolu dans l'Univers à quatre dimensions. Il 
n'est plus question d’un observateur ici ; le corps paraît suivre 
la même trajectoire dans l'Univers quel que soit le spectateur 
de son mouvement. Des observateurs différents décriront cette 
trajectoire comme étant droite, parabolique ou sinueuse, mais 
pour tous ce sera la même courbe. 

Nous ne pouvons pas ‘avoir la prétention de prédire, sans 
avoir recours à l'expérience, les lois qui déterminent la nature 
de ces trajectoires ; mais nous pouvons chercher si notre con- 
naissance actuelle de l'Univers à quatre dimensions est suffi- 
sante pour nous permettre de définir des lignes d'Univers de ce 
genre. ou s'il est nécessaire d'introduire des facteurs hypothé- 
tiques nouveaux. En fait nous verrons qu'elle suffit. Nous 
n'avons jusqu'ici eu affaire qu’à une seule quantité indépendante 
de l'observateur et possédant une signification absolue : c'était 
l'intervalle entre deux événements de l'espace-temps. Choi- 
sissons deux événements P, et P, suffisamment distants l'un 
de l’autre. On peut les joindre par une infinité de lignes d'Uni- 
vers et l’on peut mesurer « l'intervalle total » de chacun des 
arcs tracés entre P, et P,. Pour être sûr que cet intervalle 
total est bien mesuré le long de l'arc choisi, on prend un grand 
nombre de points intermédiaires à P, et P, sur cet arc ; on 
mesure l'intervalle de chacun des arcs élémentaires formés et 
l'on fait la somme. C'est en fait le même procédé que l’on uti- 
lise quand on veut mesurer la longueur d’une route sinueuse 
tracée sur une carte, avec un bout de fil. L’intervalle total d’un 
certain arc d'une ligne d'Univers est donc quelque chose que 
l'on peut mesurer d'une manière absolue, puisque tous les 
observateurs sont d'accord sur la mesure de chacun des inter- 
valles élémentaires. Il s'ensuit que tous les observateurs s'ac- 
corderont à reconnaître la même ligne d’'Univers (s’il y en a une) 
comme la plus courte (en intervalle total) de toutes celles qui 
joignent les deux événements. 

Nous avons là un moyen de déterminer dans l’espace-temps, 
certaines lignes d'Univers qui possèdent une signification abso- 
lue et que nous chercherons ensuite expérimentalement à iden- 
tifier avec les lignes d'Univers naturelles que parcourent des 
points matériels se mouvant librement. 
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Sur un point, l'analogie nous a trompés. Le D” A.-A. Robb 
a montré ce fait curieux que ce n'est pas la ligne d'Univers la 
plus courte, mais la plus longue qui est unique LAURE une 
infinité de lignes d’ Ale total nul joignant P, et P, 
n'y en a qu'une de longueur maximum. C'est là une consé- 
quenge de la géométrie particulière à laquelle nous a conduits 
le signe moins devant (t,—t,). D'après l'équation (1) de la. 
page 65, on voit que si : 


CT a ar (Ya —y1 )? I (z) = (t—t:) 


c'est-à-dire si la distance parcourue dans l’espace est égale à 
celle parcourue dans le temps, s est alors nul. C'est là ce qui 
arrive quand la vitesse est égale à l'unité — la vitesse de la 
lumière. Pour aller de P, en P, en suivant une ligne d'inter- 
valle total nul, nous devons simplement prendre et conserver 
sans cesse la vitesse de la lumière, faisant des détours s'il est 
nécessaire jusqu'à ce que le moment soit venu d'arriver en P,. 
Il est, d'autre part, bien évident qu'il existe une limite supé- 
rieure pour l'intervalle total de la ligne d'Univers car chaque 
élément de s est toujours inférieur à l'élément correspondant de 
(t—{;) ; il est donc impossible à s de dépasser (4—4;). 

Il existe pour l'intervalle total d’un arc de trajectoire décrit 
par une particule, une interprétation physique qui nous aide 
à rendre plus tangible sa signification : c'est le temps que per- 
çoit un observateur ou que mesure une horloge, l'un et l’autre 
étant liés à la particule mobile. C'est ce qu'on appelle le 
« temps propre » de la particule ; naturellement, il sera en géné- 
ral différent du temps mesuré par le spectateur indépendant 
que l'on suppose observer l'ensemble des événements. Pour 
établir ce point, remarquons que dans l'équation (1) si #,=#:, 
Va Y1 17, On tire s—t,;- +. La condition z,=—=4,,.... etc., 
signifie que la particule doit rester fixe pour l'observateur qui 
mesure z, y, z, t. Nous serons sûrs qu'il en est bien ainsi si notre 
observateur en quelque sorte monte sur la particule ; l'inter- 


(Œ) On suppose P, dans le futur de P, de façon qu'il soit possible à une 
particule d'aller de P, en P,. Si P, et P, ont respectivement des situations. 
analogues à O et P’ de la Fig. 3, l'intervalle total est imaginaire et c’est la. 
ligne d’Univers la plus courte qui est unique. 
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valle total s sera alors bien égal à (t+—t,), durée que marque 
son horloge. 

Nous pouvons en pratique regarder le temps propre comme 
généralement équivalent à l'intervalle total ; pourtant, ce terme 
de temps propre n'est vraiment logique que dans le cas où la 
ligne d'Univers en question est une ligne naturelle. Pour toute 
autre ligne il y a un inconvénient à définir un intervalle total 
comme un temps mesuré par une horloge qui suit la ligne ; 
c'est qu'il n'existe aucune horloge qui puisse la suivre d'elle- 
même et sans violer les lois de la nature. Nous pourrions bien 
en forcer une à décrire une telle ligne mais en agissant sur 
elle sans cesse, traitement qui risquerait fort de compromettre 
ses qualités de garde-temps. La définition primitive au moyen 
de l'équation (1) est la définition la plus générale. 

Nous sommes maintenant en l’état de formuler la loi cher- 
chée du mouvement : — Tout point matériel se meut entre 
un événement P, et un autre événement P, de façon à suivre 
la ligne d’ Univers dont l'arc P,P, ait l'intervalle total maximum 
— sauf dans les cas où le point matériel subit les chocs d’au- 
tres points matériels ou bien est soumis à des perturbations pro- 
venant de forces électriques. 

On ne peut mettre cette loi sous la forme d’un truisme ana- 
logue à la première loi du mouvement de Newton. La réserve 
que nous avons faite n’est pas relative à une action indétermi- 
née telle que la force, dont on puisse à volonté étendre la signi- 
fication pour cacher les imperfections de la loi ; nous n’excluons 
que les chocs matériels et les causes de nature électromagné- 
tique, celles-ci étant en dehors de notre champ actuel de dis- 
cussion. 

Considérons par exemple les deux événements suivants de 
l'espace-temps : la position de la Terre au moment actuel et 
sa position il y a cent ans. Soient P, et P, ces événements ; 
dans l'intervalle de ces deux événements la Terre n’a subi 
aucun choc ; elle a donc emprunté dans son mouvement de 
P, en P, la ligne d'Univers d'intervalle total maximum — ou, 
si nous le préférons, elle a mis le temps propre maximum pour 
accomplir son trajet. Dans la géométrie étrange de la région 
de l'espace-temps qu'elle traverse (géométrie qui, sans aucun 


` 


doute, est dans une certaine mesure associée à notre percep- 
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tion de l'existence de ce corps massif que nous appelons le 
Soleil), cette trajectoire d'intervalle total maximum est une 
hélice — un cercle dans l'espace, transformé en hélice par un 
déplacement continu dans le temps. Toute autre route aurait 
eu un intervalle total inférieur. 

Il existe des trajectoires que la Terre aurait pu emprunter 
pour aller de P, en P, en « un temps nul » — pour un obser- 
vateur situé sur elle. La Terre se mouvant avec la vitesse de la 
lumière, ce serait l'arrêt de nos horloges et de tous les mouve- 
ments moléculaires de nos cerveaux, grâce auxquels nous est 
révélée la fuite du temps. Ainsi pour ceux qui vivent sur lui, 
notre globe pourrait accomplir son travail dans un temps nul. 
Mais ce n’est pas ainsi qu'il agit et il est tenu d'obéir à certaines 
règles ; or c'est une règle de cette grande Association ouvrière 
qui constitue la matière que de mettre le plus de temps possible 
à accomplir un travail quei qu'il soit. 

En opérant ainsi nous ramenons l'étude des champs de force 
à une étude géométrique. Jusqu'à un certain point, c'est faire 
un pas en arrière ; nous adoptons la description de Képler du 
champ gravitationnel du Soleil, à la place de la description 
newtonienne. Le champ de force se trouve complètement décrit 
quand nous donnons les lignes d'Univers de particules matériel- 
les lancées dans toutes les directions possibles. Mais, si nous 
allons en arrière, ce n’est que pour avancer dans une direction 
nouvelle ; et, pour exprimer cette foule peu maniable de don- 
nées élémentaires sous une forme unique, on a inventé une géo- 
métrie de l'Univers dans laquelle les trajectoires de longueur 
maximum sont précisément celles que suivent les particules 
matérielles livrées à elles-mêmes. Il ne reste plus qu’à donner 
une forme concise aux lois de cette géométrie, La substitution 
d’une théorie géométrique des champs de force à la théorie méca- 
nique ne constitue pas un changement aussi important qu'on 
pourrait le croire tout d’abord. Nous faisons de la mécanique 
une branche de la géométrie, mais nous ne devons pas oublier 
que la géométrie naturelle n’est elle-même qu'une branche de 
la mécanique puisque son sujet d'étude est la manière dont se 
comportent les instruments de mesure matériels. 

Nous avons dû faire appel à une géométrie qui nous semble 
étrange. Il le faut bien, si vraiment la trajectoire de longueur 
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maximum est une spirale analogue à celle que l’on sait décrite 
par la Terre. La géométrie non euclidienne est nécessaire. 
Dans la géométrie euclidienne la trajectoire la plus courte est 
toujours une ligne droite ; la légère modification que nous 
avons apportée à la géométrie euclidienne dans le Chapitre III, 
a eu pour résultat de donner une ligne droite comme la tra- 
jectoire la plus longue. Les conditions d'établissement d’une 
géométrie non euclidienne ont été examinées à fond dans le 
Prologue, et il ne semble y avoir aucune raison de préférer 
la géométrie euclidienne à moins que l'observation ne décide 
en sa faveur. L’équation (1) de la page 65 est l'expression de la 
géométrie euclidienne (ou semi-euclidienne) que nous avions 
choisie jusqu'ici ; nous aurons à la modifier si nous choisissons 
une géométrie non euclidienne. 

Pourtant il y a cette objection que la géométrie à laquelle nous 
étions parvenus au Chapitre II n'admettait aucun arbitraire. 
C'était la synthèse des mesures faites avec des horloges et des 
règles, par des observateurs animés les uns par rapport aux 
autres de tous les genres possibles de mouvements uniformes ; 
c'est à une géométrie que l'on ne peut modifier d’une manière 
arbitraire pour la rendre compatible avec le mouvement des 
corps matériels tels que la Terre. Si maintenant, pour mettre 
les choses au pis, il ne nous était pas possible de mettre en 
concordance ces deux géométries, l’une basée sur les mesures 
faites au moyen d’horloges et de règles, l'autre sur les trajec- 
toires naturelles de particules mobiles, et si nous avions à choi- 
sir et à conserver l’une de ces géométries, je crois qu'il serait 
préférable d'adopter la géométrie basée sur le mouvement des 
particules. Le mouvement d'un point matériel libre est un 
exemple des phénomènes les plus simples possible ; il est inana- 
Iysable ; au contraire, les indications d’une horloge de nature 
quelconque, les lectures faites sur une règle matérielle com- 
portent évidemment des phénomènes complexes qui font inter- 
venir les secrets de la constitution moléculaire. Chacune de 
ces deux géométries serait exacte dans sa sphère propre, cepen- 
dant celle des points matériels mobiles aurait pour elle d’être 
plus fondamentale que l’autre. Du reste, fort probablement, 
nous n'aurons pas besoin de choisir, car, horloges, règles, parti- 
cules mobiles, ébranlements lumineux donnent tous la même 


92 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 


géométrie. C'est là une chose à laquelle on pouvait peut-être 
s'attendre puisqu'une horloge comprend nécessairement quel- 
que mouvement de particules matérielles. 

Une formule telle que l'équation (1) basée sur l'expérience 
ne peut être vérifiée que jusqu'à un certain degré d’approxi- 
mation et il sera donc possible, dans une certaine mesure, d'y 
introduire quelques modifications. Or, il se trouve que l'étude 
du mouvement d'une particule libre dans une certaine région 
de l'espace-temps, est une méthode d'exploration de cette région 
beaucoup plus sensible que n'importe quelle mesure pralique 
faite avec des règles ou des horloges. Si alors nous nous ser- 
vons de notre connaissance précise du mouvement des parti- 
cules pour corriger la formule, nous trouvons que les varia- 
tons introduites sont si petites qu'elles sont absolument inap- 
préciables dans les mesures courantes effectuées avec nos règles 
et nos horloges. Il n’y a qu'un cas où il soit possible de déceler 
la modification, c'est celui qui a trait à la marche d’une horloge 
située sur la surface du Soleil ; mais l'expérience présente de 
sérieuses difficultés et aucune réponse n'a encore été donnée. 
Nous pouvons conclure de ce qui précède que la géométrie 
de l’espace-temps basée sur le mouvement des particules con- 
corde avec la géométrie basée sur les observations moins pré- 
eises que l'on fait avec les horloges et les règles ; mais si, plus 
tard, une expérience future devait révéler une différence, nous 
nous rallierions à la géométrie de la particule mobile à cause 
de sa plus grande simplicité. 

La modification proposée peut être regardée d'un point de 
vue différent. L'équation (1) est la synthèse des mesures faites 
par tous les observateurs en mouvement uniforme ; or, dire 
qu'ils ont un mouvement uniforme, c’est dire que leurs lignes 
d'Univers sont des droites. Nous devons supposer que les obser- 
vateurs se meuvent sur leurs lignes d'Univers naturelles ; sinon 
eu effet, ils percevraient des-champs de force dont ils tiendraient 
sans doute compte dans leurs calculs de manière à tout rame- 
ner aux lignes d’ Univers naturelles. Si alors l'équation (1) nous 
montre que ces trajectoires naturelles sont des droites, nous 
retirons simplement de l'équation ce que nous y avions mis pri- 
mitivement. 

Il est nécessaire de généraliser cette formule d'une autre 
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manière. Supposons que dans une certaine région de l'espace- 
temps, pour un observateur déterminé, les lignes d'Univers 
naturelles soient des droites et que l'équation (1) s'applique 
rigoureusement. Pour un autre observateur (accéléré) les lignes 
d'Univers seront courbes, et l'équation ne s’appliquera plus. 
En mettant les choses au mieux, la forme de celte équation est 
telle qu'elle n'est valable que pour certains observateurs choi- 
sis d’une manière spéciale. 

Bien qu'il nous ait fallu analyser plus complètement la signi- 
fication de notre formule, il n'en résulte aucune ambiguïté dans 
la mesure de l'intervalle. Sans entrer dans des détails de pure 
théorie nous pouvons monirer que toute cette partie nouvelle 
du problème provient uniquement de l'introduction, dans notre 
schéma du monde, des champs de gravitation. Dei ilnya 
aucun champ de ce genre, les trajectoires de toutes les parti- 
cules libres sont des lignes droites comme l'exige notre première 
géométrie. Dans une région de l'espace quelconque mais suffi- 
samment petite, nous pouvons trouver un observateur (l'obser- 
vateur en chute libre) pour lequel la force disparaît et notre 
formule est valable. La seule modification que nous devons donc 
apporter à notre règle pour la détermination de l'intervalle est 
de lui ajouter les deux conditions suivantes : 1° l'intervalle 
mesuré doit être petit ; 2° les règles et les horloges utilisées 
dans les mesures doivent tomber en chute libre. La deuxième 
condition est bien naturelle puisque si nous ne laissons pas 
tomber nos instruments de mesure en chute libre, nous devons 
tenir comple de l'effort résistant qui leur est appliqué. La pre- 
mière condition ne nous cause aucun préjudice sérieux puisque 
tout intervalle peut être décomposé en un nombre plus ou 
moins grand d'imtervalles plus petits et que chacun d'eux peut 
être mesuré séparément. C'est cet artifice que l'on rencontre en 
mathématiques sous le nom d'intégration. Pour traduire ce fait 
que la formule n'est rigoureuse que pour des intervalles infini- 
ment petits on l'écrit : 


ds? = —dr?—dy?— dz? + d? (2) 


où dz remplace la différence infiniment petite z, —g;, etc... 
Cette condition que les instruments de mesure ne doivent 


x 


être soumis à aucun champ de force se trouve illustrée par le 
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paradoxe d'Ehrenfest. Considérons une roue en rotation rapide. 
Chaque élément de sa circonférence se meut dans la direction 
de sa longueur et l’on pourrait s'attendre à le voir subir la con- 
traction de Fitzgerald, due à sa vitesse ; chaque élément d’un 
rayon se meut normalement à sa longueur et ne doit par consé- 
quent subir aucune contraction. En un mot, dès que la roue se 
met à tourner, sa jante devrait se contracter et ses rais demeu- 
rer invariables. C'est là une conclusion absurde car une roue 
qui tourne n’a aucune tendance à se voiler — ce qui serait la 
seule solution compatible avec les deux conditions précédentes. 
Le point que nous avons négligé dans ce raisonnement c'est 
que les résultats auxquels nous avons fait appel ne sont valables 
que dans le cas de corps entièrement libres qui n'ont aucune 
accélération par rapport à leur état quand ils décrivent des 
lignes d'Univers naturelles. Chaque élément de la jante de la 
roue a une accélération radiale qui modifie ses propriétés d'ex- 
tension. Quand les accélérations et les vitesses se présentent en- 
semble, une théorie plus approfondie est nécessaire pour déter- 
miner les variations de longueur. 

En résumé, l'intervalle qui sépare deux événements (rap- 
prochés) est une quantité qui possède une signification absolue 
dans la nature. La ligne d'Univers qui joint deux événements 
(éloignés) et qui a entre ces deux événements l'intervalle total 
maximum, possède également une signification absolue. De 
telles lee: d'Univers sont appelées des géodésiques ; elles peu- 
vent se trouver décrites pratiquement car ce sont les trajectoires 
de particules non troublées par des chocs matériels et le par- 
cours de ces géodésiques nous fournit la méthode la meilleure 
pour étudier le caractère de la géométrie naturelle de l'Univers. 
Une méthode auxiliaire consiste à utiliser les règles et les hor- 
loges qui, si elles sont parfaitement libres, peuvent mesurer, 
ou du moins nous le croyons, de petits intervalles d’après la for- 
mule (2). 

L'identité de ces deux méthodes pour déterminer la géométrie 
de l'Univers, se trouve liée à un principe que nous devons main- 
tenant énoncer sous sa forme définitive. Nous avons dit qu’au- 
cune expérience n'avait permis de différencier un champ de 
gravitation d'un champ de force artificiel tel qu ‘un champ de 
force centrifuge. Ceci n'est d’ailleurs pas précisément la même 
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chose que de dire que l’inexistence de cette différence a été 
démontrée. Il est bon d'être bien explicite quand on fait une 
généralisation positive à partir de résultats expérimentaux néga- 
tifs. La généralisation qui s'offre à nous ici est connue sous le 
nom de Principe d'Equivalence : 

Un champ de gravitation est rigoureusement équivalent à un 
champ de jorce artificiel ; il est par suile impossible, dans toute 
région. suffisamment petite de l’espace, de concevoir une expé- 
rience permettant de discerner ces deux champs l’un de l’autre. 

En d’autres termes, la force est purement relative. 


CHAPITRE V 


Les DIFFÉRENTS GENRES 0 Espaces. 


The danger of asserling dogmatically that an axiom based on the expe- 
rience of a limited region holds universally will now be to some extent appa- 
rent to the reader. It may lead us to entirely overlook, or when suggested 
at once reject, a possible explanation of phenomena. The hypothesis that 
space is not homaloïidal [flat], and again that its geometrical character 
may change with the time, may or may not be destined to play a great 
part in the physics of the future ; yet we cannot refuse to consider them 
as possible explanalions of physical phenomena, because they may be 
opposed to the popular dogmatic belicf in the universakiy of certain geo- 
metrical axioms — a belief which has risen from centuries of indiserimi- 


nating worship of the genius of Euclide (+). 


W.-K. Crrronp (et K. Pearson), Common Sense of the Exact Sciences. 


Sur toute surface, il faut se donner deux nombres indépen- 
danis, appelés « coordonnées », pour déterminer la position 
d'un point. Pour celte raison, une surface, qu'elle soit plane 
ou courbe, est dite un espace à deux dimensions. Dans l'espace 
à trois dimensions, il faut trois coordonnées pour définir un 
point, et quatre dans Fl'espace-temps à quatre dimensions. 


(1) Le lecteur peut maintenant se rendre compte, dans une certaine 
mesure, du danger que présente l’aflirmation dogmalique ct générale 
d'un principe uniquement fondé sur l'expérience d’une région limitée de 
l'Univers. Elle peut nous empêcher de voir ou nous faire rejeter sans 
examen une explication possible des phénomènes. Nous ignorons si l'hypo- 
thèse que l’espace n’est pas euclidien ou celle que ses propriétés géomé- 
triques peuvent changer avec le temps sont appelées à jouer un rôle impor- 
tant dans la physique future ; cependant nous ne devons pas refuser de 
les envisager sous le seul prétexte qu’elles sont en opposition avec la croyance 
usuelle à l’universalité de certains axiomes géométriques, croyance enra- 
cinée en nous par des siècles de culte indisculé pour le génie d’Euelide. 
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Pour fixer la position d'un point sur une surface au moyen 
de deux nombres, on partage cette surface en mailles par un 
réseau de lignes appartenant à deux familles différentes, chaque 
ligne d'une famille coupant toutes les lignes de l’autre. On fait 
correspondre des nombres consécutifs aux lignes successives 
de chaque famille, ou plutôt aux bandes que ces lignes séparent, 
de sorte que tout groupe de deux nombres choisis parmi les 
numéros affectés à chacun des systèmes, sert à définir une maille 
bien déterminée du réseau de lignes ; si les divisions sont suffi- 
samment rapprochées, tout point peut ainsi se trouver fixé avec 
toute la précision voulue. C'est cette méthode que l'on utilise 
par exemple au « Post Office Directory » de Londres pour 
permettre de situer les rues sur le plan de la ville. Le point (4-2) 
sera un point de la maille intersection de la rangée n° 4 du 
premier système avec la rangée n° 2 du deuxième. Si cette indi- 
cation n'est pas suffisamment précise on divise la rangée n° 4 
en dix subdivisions numérotées 4-0, 4-1, etc. On doit pour- 
suivre cette subdivision jusqu’à ce que les mailles soient si peti- 
tes que les différents points d'une maille puissent être considé- 
rés comme confondus au degré de précision que l’on atteint pra- 
tquement. 

Les Fig. 10, 11 et 12 montrent trois des systèmes de coordon- 
nées couramment utilisés sur une surface plane. 

Si nous parlons des propriétés du triangle formé par les points 
(1,2), (3,0), (4,0) on ne manquera pas de nous demander aus- 
sitôt : Quel système de coordonnées utilisez-vous ? Personne ne 
pourra figurer ce triangle tant que notre question n'aura pas 
reçu de réponse. Au contraire, si nous parlons d’un triangle 
dont les côtés ont 2, 3 et 4 centimètres pour longueurs, n'im- 
porle qui avec une règle graduée peut construire le triangle 
et suivre notre examen de ses propriétés. La distance de deux 
points peut être donnée sans qu'il soit nécessaire de se rapporter 
à quelque système de coordonnées et c’est la raison pour laquelle 
il est important, si nous utilisons un système de coordonnées, 
de trouver les formules qui expriment la distance de deux 
points en fonction de leurs coordonnées dans le système utilisé. 

Dans le cas de systèmes plus compliqués que les précédents, 
ce peut être une grande simplification de se contenter des for- 
mules se rapportant à des distances extrêmement petites. Le 
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à 


mathématicien ne trouve alors aucune difficulté à étendre les 
résultats au cas de distances plus grandes par l'emploi de la 
méthode appelée intégration. Nous désignerons par ds la dis- 
tance de deux points infiniment rapprochés l’un de l’autre, par 
£, et x, les deux nombres fixant la position de l’un d’entre eux, 
par dx, et dx, les variations infiniment petites de ces nombres 
quand on passe de l’un des points à l'autre. Dans les systèmes 
particuliers que nous avons figurés on remplace généralement 
%,, & par certains symboles consacrés par l'usage : (x, y) pour la 
Fig. 10, (r, 6) pour la Fig. 11, (6, n) pour la Fig. 12. 

Les formules différentielles établies géométriquement sont : 

Pour les coordonnées rectangulaires (x, y) de la Fig. 10 : 


ds? = dx? + dy’. 
Pour les coordonnées polaires (r, 8) de la Fig. 11 
ds? = dr? + r°de?. 
Pour les coordonnées obliques (Ë,n) de la Fig. 12 : 
ds? — dé? — 2kdEdn + dn? 


où k est le cosinus de l'angle formé par deux lignes prises 
chacune dans un système différent. 


Fig. 10. Fig. rr. Fig. 12. 


Comme exemple de systèmes de coordonnées sur une surface 
courbe, citons les ‘parallèles et les méridiens tracés sur une 


sphère. 


La latitude étant 6, la longitude à, on a : 
ds? = de? + cos’fdx2. 


Chacune de ces expressions est caractéristique du système 
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de coordonnées correspondant. Peut-être paraît-il inconcevable 
qu’un observateur puisse hésiter un instant pour savoir si les 
coordonnées dont il se sert sont celles de la Fig. 10 ou celles 
de la Fig. 11. Au premier coup d'œil, il voit, semble-t-il, que 
la Fig. 11 ne représente pas ce qu'il appelle des coordonnées 
rectangulaires. Mais dans ce coup d'œil, c'est avec ses organes 
visuels qu'il fait ses mesures, en déterminant des valeurs de ds 
correspondant à des points pris deux à deux et en notant men- 
talement la manière dont chacune de ces valeurs est liée au 
nombre des rangées qui séparent les deux points correspon- 
dants. Au fond, il cherche quelle formule pour ds s'adapte aux 
valeurs qu'il a trouvées. Pendant des siècles, les hommes ont 
ignoré si la Terre était plate ou ronde — s'ils se servaient de 
coordonnées planes, rectangulaires ou de quelque genre de coor- 
données sphériques. Parfois, un observateur adopte aveuglé- 
ment un système de coordonnées déterminé et ce n’est que long- 
temps après qu'il s'aperçoit par des mesures de précision que 
le ds ainsi mesuré n'est pas du tout conforme à la formule 
qu'il avait admise — autrement dit que la nature de son système 
de coordonnées n’est pas celle qu'il croyait. Dans d’autres cas, 
c’est de propos délibéré qu'il trace un système de genre parti- 
culier, par exemple de coordonnées rectangulaires ; pour cela, 
il construit des angles droits et mène des lignes parallèles ; mais 
ces constructions n'ont d'autre but que de fixer la manière dont 
devront se comporter les x et les y, et les règles qui président 
à ces constructions se ramènent au fond à une formule liant le 
ds mesuré aux x et aux y. 

L'emploi de symboles spéciaux, variables avec le genre du 
système de coordonnées utilisé, présuppose ainsi une connais- 
sance qui est en réalité déduite de l'aspect des formules. Pour 
ne pas préciser trop prématurément, il est préférable d'user dans 
tous les cas indistinctement, des symboles x, et x,. Les quatre 
genres de coordonnées considérées précédemment donnent alors 
les relations : 


ds? = dr,? + dz,? (rectangulaires). 

ds? = dx, Fr dt- (polaires). 

ds? = dx,°—2kdx; dx, + dx,? (obliques). 

ds? = dxr,? + cos?r,dr.? (latitude et longitude). 
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Pour trouver la nature d'un système de coordonnées nous 
ferons un certain nombre de mesures du ds correspondant à 
des points adjacents (x,, æ,) et (x, + dx, x, + dx,) ; puis nous 
chercherons quelle formule s'adapte aux valeurs trouvées. Si, 
par exemple, nous trouvons que ds? est toujours égal à dx,?+ 
z,’ dz,? nous saurons que notre système est de la même nature 
que celui de la Fig. 11 ; x, et z, sont alors ce qu'on désigne 
sous le nom de coordonnées polaires r et 0. Dire qu'on se sert 
de coordonnées polaires n'est pas nécessaire car cela n’ajoute 
rien à ce que nous savons, qui ne soit déjà contenu dans la for- 
mule. Ce n'est qu'une simple question de dénomination ; mais, 
bien entendu, le nom donné rappelle à notre esprit nombre de 
propriétés qui nous sont familières et qui sans lui pourraient 
fort bien ne pas s'imposer à nous. 

Ainsi, c'est un caractère des coordonnées polaires qu'il n'y 
a qu'un point pour lequel z, (ou r) est égal à o, alors que dans 
d’autres systèmes x, — 0 représente une ligne. C’est là une pro- 
priété que l'on voit immédiatement sur la formule ; si, en effet, 
nous avons deux points pour lesquels z, =0, x, + dz, =0 respec- 
tivement, alors : 


dri? + x,°dx,? =0 


La distance entre ces deux points s’annule donc et les deux 
points sont confondus. 

Les formules précédemment écrites peuvent se mettre sous 
la forme générale : 


ds? = gudr? + 2Q12dT: T2 T Jolie, 


OÙ 911» Jos 22 SONİ des constantes ou des fonctions de x, et £z. 
Ainsi dans le quatrième exemple donné leurs valeurs sont 
1, O, cosx,. On trouve que tous les systèmes de coordonnées 
possibles conduisent pour l'expression du ds? à des formules qui 
peuvent revêtir cette forme générale ; par suite, ce qui carac- 
térise le système de coordonnées ce sont ces trois fonctions de 
position Q:1, 125 J22 que l'on peut déterminer par des mesures 
physiques. Ces trois quantités prennent quelquefois le nom de 
potentiels. 

Nous en arrivons maintenant à un point capital. La formule 
du ds? ne nous apprend pas seulement le caractère du système 
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raîtrait comme un espace de nature différente et c’est la mesure 
qui lui révélerait cette différence. 

Il y a naturellement bien d’autres genres de systèmes de coor- 
données et d'espaces à deux dimensions que ceux que nous avons 
donnés dans nos quatre exemples. Il est clair que ce n’est pas 
un problème simple de reconnaître le genre d'espace d’après 
les valeurs des g. Il n'existe aucun caractère visible dans un 
examen rapide qui puisse nous suggérer la raison pour laquelle 
les trois premières formules se rapportent toutes au même genre 
d'espace et la quatrième à un genre différent. Ce sont les mathé- 
maliciens qui ont découvert le lien qui unit ces trois formules. 
Les fonctions g11, 912, 929 satisfont dans les trois cas à une cer- 
taine équation différentielle (+); et, chaque fois que cette équa- 
tion est vérifiée, on se trouve en présence du même genre 
d'espace. 

Il doit sans doute paraître bien maladroit de recourir à un 
tel procédé pour trouver les différences intrinsèques des ave 
d'espace — introduire des potenliels qui, par leur nature même, 
se rapportent à un système particulier de coordonnées, système 
qui peut n'avoir rien à faire avec la question. C’est une chose 
singulière que nous soyons incapables d'exprimer les différen- 
ces entre les divers genres d'espaces sous une forme assez pure 
pour n'être plus obligés d'y mêler des différences dans les poten- 
tels qui sont parfaitement étrangères au problème. Malheureu- 
sement nous n'avons ni le vocabulaire, ni l'imagination néces- 
saires pour faire une description de propriétés absolues analo- 
gues à celles-là. Toute science physique est relative à des divi- 
sions déterminées de l'espace et du temps, et, pour arriver à 
connaître l'absolu, il faut passer par le relatif. L’absolu peut 
être défini comme un relatif qui serait toujours le même quel 
que soit l’objet auquel il se rapporte (?). Nous sommes convain- 
cus que l'absolu existe, mais nous ne pouvons lui assigner une 
place dans le domaine de nos connaissances sans être forcé 
d'imaginer quelque « mannequin », inutile par ailleurs, qui 
nous serve à le supporter. C’est ainsi que les différences abso- 


(+) Voir Appendice. Note 4. 

(2) CE. page 39, où nous avons pu voir la différence qui existe entre une 
science où l’on ne parücularise pas l'observateur et une autre où l’on s'en 
passe complètement. E 
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de coordonnées employé, mais il nous montre aussi et surtout 
la nature de l'espace à deux dimensions qui, elle, est indépen- 
dante de tout système de coordonnées. Si ds? hit à l'une 
quelconque des trois premières formules écrites, l'espace est 
alors de la même nature qu'un plan ; si au contraire ds? satis- 
fait à la dernière formule l’espace est une surface courbe de la 
nature d'une sphère. Essayez tant que vous voudrez, vous 
n’arriverez jamais à tracer sur une surface plane (euclidienne) 
un système de coordonnées satisfaisant à la quatrième formule. 

Si un être condamné à vivre dans un univers à deux dimen- 
sions trouvait que ses mesures sont conformes à la première 
formule, il pourrait aussi les rendre conformes à la deuxième 
et à la troisième formule en traçant simplement d’une manière 
différente son système de coordonnées, Mais, pour lui permettre 
d'obtenir la quatrième formule il faudrait qu'on le transportât 
dans un univers entièrement différent. 

Nous voyons donc qu'il existe des genres différents d'espaces 
à deux dimensions qui nous sont révélés par des propriétés métri- 
ques également différentes pour chacun d'eux. Ces espaces, la 
nature peut les offrir à notre vue, car ils ne sont autres que 
les différentes surfaces de l’espace euclidien à trois dimensions. 
C’est là une image qui peut nous servir dans certains cas mais 
peut-être nous induire en erreur dans d’autres. Les propriétés 
intrinsèques que présente une feuille de papier ne sont pas 
modifiées quand nous enroulons la feuille sur un cylindre — les 
mesures doivent, bien entendu, se faire en restant dans le con- 
tinuum à deux nenons que constitue le papier et elles ne 
doivent emprunter aucun chemin de traverse mené à travers l'es- 
pace. Les formules sont aussi bien applicables au plan qu’au 
cylindre, et tant que notre image nous oblige à faire une dis- 
tinction entre le plan et le ne elle nous trompe. Au con- 
traire, ces formules ne sont pas applicables à une sphère car 
celle-ci ne peut être enveloppée par la feuille de papier, sans 
plis ou déchirures de cette feuille. Un être rigoureusement réduit 
à deux dimensions ne pourrait s'apercevoir d'aucune différence 
entre un cylindre (1) et un plan, tandis que la sphère lui appa- 


(+) I serait peut-être préférable de dire un rouleau, pour éviter la question 
de la soudure des deux bords de la feuille. 
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de coordonnées employé, mais il nous montre aussi et surtout 
la nature de l’espace à deux dimensions qui, elle, est indépen- 
dante de tout système de coordonnées. Si ds? ah l'une 
quelconque des trois premières formules écrites, l'espace est 
alors de la même nature qu'un plan ; si au contraire ds? satis- 
fait à la dernière formule l'espace est une surface courbe de la 
nature d’une sphère. Essayez tant que vous voudrez, vous 
n’arriverez jamais à tracer sur une surface plane (euclidienne) 
un système de coordonnées satisfaisant à la quatrième formule. 

Si un être condamné à vivre dans un univers à deux dimen- 
sions trouvait que ses mesures sont conformes à la première 
formule, ıl pourrait aussi les rendre conformes à la deuxième 
et à la troisième formule en traçant simplement d’une manière 
différente son système de coordonnées. Mais, pour lui permettre 
d'obtenir la quatrième formule il faudrait qu'on le transportât 
dans un univers entièrement diflérent. 

Nous voyons donc qu'il existe des genres différents d'espaces 
à deux dimensions qui nous sont révélés par des propriétés métri- 
ques également différentes pour chacun d'eux. Ces espaces, la 
nature peut les offrir à notre vue, car ils ne sont autres que 
les différentes surfaces de l’espace euclidien à trois dimensions. 
C'est là une image qui peut nous servir dans certains cas mais 
peut- -être nous induire en erreur dans d’autres. Les propriétés 
intrinsèques que présente une feuille de papier ne sont pas 
modifiées quand nous enroulons la feuille sur un cylindre — les 
mesures doivent, bien entendu, se faire en restant dans le con- 
tinuum à deux dimensions que constitue le papier et elles ne 
doivent emprunter aucun chemin de traverse mené à travers l'es- 
pace. Les formules sont aussi bien applicables au plan qu’au 
cylindre, et tant que notre image nous oblige à faire une dis- 
tinction entre le plan et le cylindre, elle nous trompe. Au con- 
traire, ces formules ne sont pas applicables à une sphère car 
celle-ci ne peut être enveloppée par la feuille de papier, sans 
plis ou déchirures de cette feuille. Un être rigoureusement réduit 
à deux dimensions ne pourrait s'apercevoir d'aucune différence 
entre un cylindre (1) et un plan, tandis que la sphère lui appa- 


(1) H serait peut-être préférable de dire un rouleau, pour éviter la question 
de la soudure des deux bords de la feuille. 
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lues des divers genres d'espaces apparaissent toujours comme 
liées à quelque système de coordonnées jouant un rôle de « man- 
nequin » et n'ayant aucun rapport direct avec le problème. 

Les résultats trouvés dans le cas de deux dimensions peu- 
vent être généralisés et étendus à l'espace-temps à quatre dimen- 
sions. On remplacera la distance par l'intervalle qui, il faut s’en 
souvenir, est une quantité absolue, indépendante par conséquent 
du système de coordonnées employé. On divise l'espace-temps 
en un système quelconque de mailles, chaque maille étant la 
partie commune à quatre bandes infiniment petites chacune 
dans une dimension ; on fixe alors la position d’un point par 
quatre nombres, ses coordonnées, #,, £2, £a, £4. Par analogie la 
formule générale sera : 


ds? = g;1d2,? + 922422? + Jssdt3? + aadrs? 
+29, dd, + 29,.d2, dx, + 29,,dx,dx, + 29..dx,dx, 
+ 2902: dt4 + 29s4dr,d2,. (3) 


La seule différence est qu'il y a maintenant dix fonctions g 
ou potentiels, au lieu de trois, pour synthétiser les propriétés 
métriques du système de coordonnées. Quand on donne des va- 
leurs particulières aux potentiels il est bon de les disposer sur 
le modèle du tableau suivant : 


Jar Jiz Jis Jia 
J22 J23 VE 
LEE Jsa 
Jas: 
L'espace-temps dont nous avons étudié les propriétés dans le 


Chapitre III répond à la formule (2) page 93 : 
ds? =— dr — dy —d° + dé. 


Ici, z y z t sont les symboles conventionnels remplaçant res- 
pectivement x, x, +, £4 dans le système particulier considéré — 
c'est-à-dire coordonnées d'espace rectangulaires et temps. Les 
potentiels ont les valeurs suivantes : 


==]; (0) o o 
= Oo o 
= © 
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que lon désigne sous le nom de « valeurs galiléennes ». Si 
les potentiels ont ces valeurs en tout point, l'espace-temps peut 
être qualifié de « plan » ou « euclidien » car sa géométrie est 
celle d’un plan tracé dans l'espace euclidien à cinq dimensions. 
Nous rappelant les résultats trouvés dans le cas de deux dimen- 
sions nous reconnaîtrons aisément qu'un groupe de valeurs des 
potentiels entièrement différent du précédent peut aussi appar- 
tenir à un Univers euclidien car les mailles de notre réseau peu- 
vent être déterminées de bien des manières. Il doit être bien 
entendu que : 

Seules les valeurs des potentiels nous permettent de défi- 
nir le genre d'espace auquel on a affaire, valeurs qui se déter- 
minent pratiquement par des mesures d’intervalles. 

Des valeurs différentes des potentiels ne définissent pas 
nécessairement des genres d'espace-temps différents. 

3° Il existe une relation mathématique plus ou moins com- 
pliquée commune à toutes les valeurs des potentiels appartenant 
à un même genre d'espace-temps, et à laquelle ne satisfont pas 
celles appartenant à un genre diflérent. Cette propriété s'ex- 
prime à l'aide d'un groupe d'équations différentielles auxquel- 
les satisfont les potentiels g. 

Nous pouvons maintenant montrer que l'espace-temps dans 
lequel nous vivons, n’est pas rigoureusement euclidien. Si en 
effet il l'était, nous pourrions construire un système de mailles 
pour lequel les g auraient les valeurs galiléennes ; la géométrie 
par rapport à cette division particulière de l’espace et du temps 
serait celle que nous avons discutée au Chapitre II et nous 
savons que pour celte géométrie les géodésiques — trajectoi- 
res naturelles de particules matérielles — sont des droites. 

Ainsi, dans un Univers euclidien la loi du mouvement (en 
supposant les coordonnées convenablement choisies) nous ap- 
prend que toute particule matérielle libre qui n'a pas à subir les 
chocs d’autres particules, se meut d’un mouvement rectiligne 
et uniforme. Il n’en est sûrement pas ainsi dans notre monde ; 
les planètes, par exemple, ne se meuvent pas sur des droites et 
pourtant elles ne subissent aucun choc. Il est vrai que si nous 
portons notre attention sur une région restreinte de l’espace, 
telle que l'intérieur de l’obus de Jules Verne, toutes les lignes 
d'Univers, pour un observateur convebien ea choisi, devien- 
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nent des droites ; dans le langage courant on dit que cet obser- 
vateur ne perçoit aucun champ de force. Il faut une région 
étendue de l’espace pour manifester les différences de géomé- 
tries. Nous ne devons pas en êlre surpris car nous ne pouvons 
dire si une surface est plane ou courbe avant d'en avoir examiné 
une région suffisamment étendue. 

Pour Newton, à grande distance de toute masse matérielle, 
en dehors de tout champ d'attraction, les particules libres ont 
toutes un mouvement rectiligne et uniforme. A grande distance 
de toute matière, l'espace- temps a donc we tendance à devenir 
rigoureusement saloa C'est un fait qu'on ne peut contrôler 
expérimentalement qu'avec un certain degré d’approximation et 
l'on peut avoir quelque doute quant à sa rigueur absolue. Nous 
examinerons plus en détail ce point au Chapitre X et en atten- 
dant, nous supposerons avec Newton qu'à une distance suffisam- 
ment grande de toute matière ou de tout rayonnement, l'espace- 
temps est euclidien et qu ‘il ne pr ésente une courbure qu’ au VOISI- 
nage de lun ou de l’autre. C’est cette sorte de ride autour de 
la matière ou du rayonnement qui nous en expliquera les effets 
de gravilation. 

Nous nous sommes représenté les différents genres d'espace 
à deux dimensions comme les différentes surfaces que l'on peut 
concevoir dans notre espace à trois dimensions ; nous pouvons 
de même nous représenter les divers genres d’espace-temps à 
quatre dimensions comme les différentes surfaces d'un espace 
euclidien à cinq dimensions. N'oublions pas, du reste, que ce 
n'est là qu'une image (1). La cinquième dimension, ce n'est 
ni de l’espace, ni du temps, ni quoi que ce soit que nous puis- 
sions percevoir ; dans l’état actuel de nos connaissances, c'est 
un non-sens. Je ne veux pas en parler comme d’une fiction 
mathématique, car elle est loin d'apporter des avantages sérieux 
au raisonnement mathématique. Elle est même passible de nous 
induire en erreur car elle crée des distinctions, analogues à 
celle qui sépare un plan d’un rouleau, qui n’ont aucun sens 


(©) Un espace à cinq dimensions suffit pour expliquer la propriété dont 
nous nous occupons actuellement ; mais, pon avoir une image exacte de la 
géométrie de 1l Univers, il faut faire appel à un espace euclidien à dix 
dimensions. Nous pouvons nous demander si les avantages de la géométrie 


euclidienne peuvent suffire à justifier une pareille complication. 
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absolu. Elle n’a été introduite, comme la notion du champ de 
force qui agit dans l’espace et dans le temps, que pour conser- 
ver la géométrie euclidienne dans les cas où celle-ci se montre 
manifestement insuffisante et impropre. La seule chose qui per- 
met de différencier réellement les divers genres d’espace-temps, 
c'est que ceux-ci ont des géométries différentes qui entraînent 
des propriétés également différentes des fonctions g. On n'expli- 
que rien en disant que s'il en est ainsi, c’est parce que les diffé- 
rentes surfaces dans un espace euclidien réel à cinq dimensions 
présentent des courbures différentes. Il serait alors naturel de 
demander pour quelle raison cet espace à cinq dimensions est 
euchidien ; l’on répondrait sans doute : parce qu'il est plan dans 
l'espace euclidien réel à six dimensions ; et ainsi de suite, ad 
infinitum. 

La seule valeur qu'ait pour nous cette image, c'est qu'elle 
nous permet de décrire des propriétés importantes en termes 
courants tels que « rides » ou « courbures » au lieu d'user 
d'expressions théoriques comme « invariants différentiels ». 
Nous devons toutefois nous méfier car on ne peut pas toujours 
se baser sur l'analogie pour étendre sans précaution les proprié- 
tés de l’espace à trois dimensions à un espace à un nombre supé- 
rieur de dimensions. L'auteur de ces lignes se souvient très 
vivement d’une période de grosse perplexité qu'il traversa parce 
qu'il ne s'était pas bien rendu compte qu'un espace à quatre 
dimensions sans « courbure », n'est pas identique à un espace 
euclidien ! La géométrie à trois dimensions ne nous PERS 
pas le moins de monde à ce genre de surprises. 

Si nous nous représentons la région de l’espace-temps occu- 
pée par le champ de gravitation de la Terre comme une ride 
sur notre Univers à quatre dimensions, nous remarquerons aus- 
sitôt que nous ne pouvons pas dire que cette ride se trouve en 
un point déterminé ; elle est quelque part dans les environs de 
ce point. En un point donné, nous pouvons toujours effacer la 
ride par un changement du système de référence, mais cette 
singularité va se réfugier quelque part ailleurs. C'est ce que 
firent les habitants du projectile de Jules Verne ; ils aplanirent 
la ride à l'intérieur du projectile, de sorte qu'il leur fut impos- 
sible d'y déceler le moindre champ de force ; mais par là-même, 
ils accentuèrent le défaut ailleurs et c’est ainsi qu'ils auraient 
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trouvé, par exemple, un accroissement du champ de gravitation 
(relativement à eux) dans la région de la Terre opposée à la leur. 

Ce qui détermine l'existence de la ride, ce ne sont pas les 
valeurs des g, ou, ce qui revient au même, le champ de force à 
l'endroit où elle se trouve ; c’est la manière dont ces valeurs en 
un point sont liées aux valeurs en d’autres points voisins, c’est 
le gradient des fonctions g et plus particulièrement le gradient 
du gradient. En d’autres termes, comme nous l'avons déjà dit, 
le genre d’espace-temps est défini par des équations différen- 
telles. 

Donc, s'il est vrai qu'un champ de gravitation n'a pas un 
caractère absolu, qu'on peut le reproduire ou l’annuler en un 
point quelconque par l'accélération du mouvement de l’obser- 
vateur où par un changement dans son système de coordonnées, 
pourtant une particule matérielle, par sa seule présence, modifie 
l'Univers qui l'environne d’une manière absolue que l’on ne 
peut imiter artificiellement. La gravitation est une force rela- 
tive tandis que la courbure de l'Univers est un caractère absolu, 
mais plus complexe, de l'influence gravitationnelle. 

Nous devons maintenant nous poser une question. La nature 
peut-elle, dans des régions vides de matière, nous présenter tous 
les genres possibles d’espace-temps ? Supposons que nous don- 
nions aux dix potentiels des valeurs parfaitement arbitraires en 
chaque point ; nous déterminons ainsi la géométrie d’un espace- 
temps possible au point de vue mathématique ; mais, peut-on 
espérer rencontrer réellement ce genre d'espace-temps dans la 
nature — comme effet d’une distribution spéciale de la matière 
autour de la région vide considérée ? 

Non, pas nécessairement. Il n’y a que certains genres que la 
nature puisse nous offrir dans une région vide de matière, et la 
loi qui détermine ces genres possibles réellement, porte le nom 
de loi de gravitation. 

Il est bien évident, puisque nous avons ramené la théorie des 
champs de force à une théorie géométrique de l'Univers, que 
s’il existe une loi portant sur les champs de force (y compris le 
champ de gravitation), cette loi doit avoir le caractère d’une 
restriction imposée à toutes les géométries possibles de l'Univers. 

Dans un problème donné, on parvient au choix des fonctions 
g convenables en trois étapes successives : 1° on peut éliminer 
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d’abord de nombreux systèmes de valeurs des g parce qu'ils ne 
se rencontrent pas effectivement dans la nature — 2° d'autres, 
bien que possibles réellement, ne répondent pas au genre parti- 
culier d’espace-temps que comporte le problème envisagé 
3° de tous les groupes restants, un seul est compatible avec le 
système de coordonnées choisi. Reste à trouver maintenant la 
loi qui nous permet de faire la première élimination. Quel est 
le criterium qui nous permet de savoir quelles valeurs de g don- 
nent un genre d'espace-lemps possible réellement ? 

Dans la solution de ce problème, Einstein n'a eu pour se 
guider que les deux indications suivantes : 

1° Puisque la question est de savoir si telou tel genre d’espace- 
temps est possible réellement, le criterium doit être lié aux pro- 
priélés des fonctions g qui permeltent de distinguer les divers 
espaces-temps entre eux et non à celles qui permettent la dis- 
tinction des différents genres de systèmes de coordonnées relatifs 
à un même espace-temps. Les formules qui expriment cette 
condition de possibilité ne doivent donc pas se trouver modifiées 
par un changement du système de coordonnées. 

2° Nous savons que l’espace-temps euclidien peut exister dans 
la nature (à grande distance de toute matière attirante). Le cri- 
terium doit donc être vérifié par des valeurs quelconques des g 
appartenant à un tel espace-temps. 

Il est remarquable que ces indications si vagues en apparence 
soient suffisantes pour déterminer d’une manière presque uni- 
voque la condition cherchée. Une fois cette loi trouvée, on devra 
la soumettre à l'expérience et voir si l'observation la confirme. 

L'indépendance des lois de la nature par rapport au système 
de référence se trouve parfois exprimée d’une manière un peu 
différente. Il y a un type d'observations qui doit être, sans aucun 
doute, complètement indépendant de toutes les conditions possi- 
bles dans lesquelles se trouve l'observateur : c'est la coïncidence 
parfaite d'événements dans l’espace et dans le temps. La trajec- 
toire d'une particule dans l'espace-temps à quaire dimensions 
est ce que nous avons déjà appelé sa ligne d'Univers ; les 
lignes d'Univers de deux particules se rencontrent ou non ; le 
point de vue de l'observateur n'intervient aucunement dans 
ce résultat. Dans la mesure où notre science de la nature est 
fondée sur des intersections de lignes d'Univers, elle est absolue 
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et indépendante de l'observateur. Pour étudier la nature de nos 
observations, il nous faut faire une distinction entre ce que nous 
voyons réellement et ce qui n’est qu'une pure déduction ; nous 
constatons que, du moins dans les mesures de précision, nos 
connaissances sonl basées sur les intersections des lignes d'Uni- 
vers de deux ou de plus de deux entités, c'est-à-dire sur des 
coïncidences absolues. Un électricien dira, par exemple, qu'il 
observe un courant de 5 milliampères ; ce n'est qu'une déduc- 
tion : son observation réelle c'est la coïncidence de l'image 
d'un fil fournie par un miroir fixé au galvanomètre, avec une 
certaine division d'un règle graduée. Un météorologiste trouve 
que la température de l'air est de 25°, mais son observation 
c'est la coïncidence du sommet de la colonne de mercure avec 
la division 25 de l'échelle de son thermomètre. Il serait extrê- 
mement difficile de décrire en langage de coïncidences les résul- 
tats des expériences physiques les plus simples. Et cependant 
ce que nous observons en fait, c'est l'existence ou la non- 
existence de la coïncidence, et non pas quand, ni où, ni com- 
ment cette coïncidence a lieu ; et, si nous ne voulons pas nous 
contenter d’une science relative, le lieu, le moment et les autres 
circonstances de tout phénomène Jaen leur tour être décrits 

à l'aide d’autres coïncidences. Il paraît, clair que si l'on pou- 
al tracer toutes les lignes d'Univers, de manière à mettre en 
évidence leurs intersections avec leur ordre propre, parfaitement 
arbitraire du reste, on aurait là une histoire complète de l'Uni- 
vers et rien ne se trouverait omis qui soit du domaine de Fobser- 
vation. 

Supposons tracé un tel réseau de lignes d'Univers et imagi- 
nons-le placé dans une masse gélatineuse. Si maintenant nous 
déformons cette gelée d’une manière quelconque, chaque ligne 
d'Univers se déformera, mais les intersections continueront à 
se succéder dans le même ordre et aucune intersection supplé- 
mentaire ne se trouvera créée. La gelée déformée nous donnera 
une histoire du monde aussi exacte qu'avant sa déformation, et 
il n'existe aucun criterium qui nous permette de dire qu’une des 
deux représentations est préférable à l’autre. 

Supposons maintenant que nous introduisions des divisions 
de l’espace et du temps, ce que nous pourrions faire en traçant 
des mailles rectangulaires dans les deux états successifs de la 
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gelée. Nous avons maintenant deux manières de situer les lignes 
d Univers et les événements dans l'espace et dans le temps, ma- 
nières que nous devons traiter sur un pied d'égalité. Evidem- 
ment, nous ne changerons rien au résultat si, au lieu de défor- 
mer d’abord la gelée puis d'introduire des mailles régulières, 
nous introduisons des mailles irrégulières dans une gelée non 
déformée. Tous les systèmes de mailles sont donc équivalents. 

Ces considérations nous montrent que la forme n'est pas une 
qualité inhérente à l'Univers absolu, de sorte qu'un système 
de mailles que nous introduisons ne possède aucune forme 
initiale et qu'un système de coordonnées rectangulaires n'est pas, 
au fond, différent de tout autre système. 

Revenons aux deux indications qui ont guidé Einstein ; la 
première nous permet de donner un coup de balai énergique au 
milieu de toutes les lois que l’on peut imaginer ; entre autres 
se trouve balayée la loi de Newton. Cette méthode d'élimination 
peut se comprendre facilement sur un exemple ; il nous suffira 
de considérer le cas de deux dimensions. Soit dans le système 
de coordonnées (z, y) : 


ds? =g, dz? + 2g:2dtdy + 922dÿ°, 
et dans un autre système (x°, y’) : 
ds? =g udr? +29 de dy +g zady” 


La première condition d'Einstein dit que la loi cherchée doit 
rester vérifiée quand les lettres non accentuées sont partout 
respectivement remplacées par les lettres accentuées. Supposons 
que nous essayions la loi g,: =9g2. Changeons notre système 
de coordonnées en donnant aux lignes y un écartement double 
de l'écartement primitif ; autrement dit y=} y avec v =z. 


Alors : 
ds? = g11 da? + 2912dxdy + g::dy° 
= g11d2 ? + hgisdx dy + Ag:dy?, 
de sorte que : 
Jing J22 = 492z: 


Si gu est égal à gzz; 9 ıı ne peut être égal à gaz: 
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Après un certain nombre d'essais infructueux, le lecteur 
pourra s'étonner qu'une loi quelconque puisse résister à 
l'épreuve, tant il paraît facile de metre en échec une loi prise 
au hasard à l'aide d’un simple changement de système de coor- 
données. Il est certainement bien peu probable qu'on arrive 
jamais à trouver une loi acceptable à l’aide de cette méthode. 
Il y a cependant des lois composées d'expressions mathémati- 
ques extrêmement compliquées qui satisfont à la condition impo- 
sée. La lhéorie qui permet de les obtenir s'appelle la « théorie 
des tenseurs » ; elle est due à de purs mathématiciens comme 
Riemann, Christoffel, Ricci, Levi-Civita, qui, on peut le pré- 
sumer, n'ont jamais songé qu'elle pouvait avoir une applica- 
tion physique. 

Une loi de ce genre est la condition qui exprime que l'espace- 
temps est euclidien ; on l'écrit généralement sous la forme sim- 
ple mais obscure : 


Bis = o. (4) 


Le membre de gauche de l'équation est ce que l'on nomme 
le tenseur de Riemann-Christofiel ; une forme plus explicite 
de cette expression est donnée dans l’Appendice (+). Les lettres 
p, Y, c, p désignent en quelque sorte des cases vides dont chacune 
doit se trouver remplie par l'un quelconque des nombres 1, 2, 
3, 4 choisi arbitrairement. (Quand l'expression est explicitée, les 
indices p, v, c, p figurent parmi les indices des x et des g). En 
comblant ces vides de différentes manières, on obtient un grand 


nombre d'expressions bas B B= etc... L'équation (4) 
exprime précisément que toutes ces quantités sont nulles. Le: 
nombre total de ces expressions est 44= 256 ; mais nombre d'en- 
tre elles se trouvent reproduites plusieurs fois. Il n’y a que vingt 

. équalions réellement indépendantes ; les autres ne font que répé- 
ter la même chose plusieurs fois. 

Il est clair que la loi (4) n’est pas la loi de gravitation que nous 
cherchons, car elle est beaucoup trop restreinte et trop rigide. Si 
c'était une loi naturelle, il ne pourrait y avoir dans la nature 
qu'un espace-temps euclidien et il n’y aurait rien d'analogue à la 


(+) Appendice. Note 5. 
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gravitahon. Ce n'est pas la loi générale, mais seulement un 
cas particulier — celui où toute masse attirante est rejetée à 
linfinr. 

Il peut être extrêmement utile néanmoins, dans la recherche 
d'une condition générale, de connaître un cas particulier. N'y 
aurait-il pas lieu de choisir un certain nombre des vingt équa- 
lions pour leur faire jouer le rôle de conditions à remplir dans 
le cas général, les équations restantes ne devant se trouver véri- 
fiées que dans le cas particulier ? Malheureusement ces équa- 
tions se tiennent les unes les autres, et tant que nous ne les pre- 
nons pas toutes à la fois, les conditions qu'elles expriment ne 
soni pas indépendantes du système de coordonnées. Il y a tout 
de même un moyen de déduire de ces 20 équations un groupe de 
conditions moins restreintes et indépendantes du système de 
coordonnées. Soit : 


I] 2 3 + 
G,, =B 1510) B 
11 111 T 12 ` s 114? 
et plus généralement : 


2 


pyz 


h 


pu? 


+B, 


1 
Guy =a B aF B gy3 


+B 
le groupe des conditions exprimées par l'équation symbolique 
générale : 


CE (5) 


g 


possède toutes les qualités voulues pour traduire une loi géné- 
rale de la nature. 

Cette loi est indépendante du système des coordonnées, ce 
que l'on ne peut du reste montrer que par des calculs laborieux. 
Evidemment, si tous les B s'annulent, l'équation (5) est satis- 
faite ; par suite, l'espace-temps euclidien est parfaitement com- 
patible avec cette loi naturelle. De plus cette équation symboli- 
que a une signification plus large que la condition de planéité et 
admet l'existence d’un groupe limité de géométries non eucli- 
diennes. En nous débarrassant des répétitions, nous voyons 
qu'elle équivaut à dix équations qui ne sont d'ailleurs pas dis- 
tinctes car quatre d'entre elles sont conséquences des six autres ; 
la loi de gravitation comporte donc six conditions (+). 


(+) Isolons par la pensée une région vide de l’espace-temps et suppo- 
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Nous voici donc en possession d'une loi G,,—0 que nous 
croyons être la loi générale de gravitation. A l'expérience main- 
tenant de décider si oui ou non nos présomptions sont fondées. 
Cette loi, en particulier, doit dans les cas ordinaires se réduire 
à quelque chose de si proche de la loi de Newton qu'une con- 
firmation précise de cette dernière par l'observation puisse être 
regardée comme une confirmation de la première. Il est, de 
plus, nécessaire de voir s’il existe des cas singuliers où l’on peut 
déceler une différence entre elle et la loi de Newton. Nous ver- 
rons que de tels essais ont été faits avec succès. 

Quelle eût été notre situation si cette loi avait été mise en 
échec ? Nous aurions d’abord continué à chercher d’autres 
lois satisfaisant aux deux conditions énoncées plus haut ; mais 
nous aurions été conduits ainsi à des complications mathémati- 
ques considérables. De plus, je crois que cela ne nous aurait 
pas servi à grand'chose car, pratiquement, les autres lois auraïent 
été indiscernables de celle plus simple que nous avons propo- 
sée — c'est là d’ailleurs un point qui n'a pas encore reçu une 
démonstration rigoureuse. L'autre branche de l'alternative aurait 
été d'admettre qu'il y a dans la nature une cause de force ne 
rentrant pas dans le schéma géométrique de l'Univers, admis 
jusque-là, de sorte que la force n'aurait pas été purement rela- 
tive et que le sur-observateur de Newton aurait existé. 

La meilleurs manière d'apercevoir la signification de notre 
théorie est peut-être de l’observer du point de vue d'un conti- 
nuum euclidien à dix dimensions dans lequel on regarde l'espace- 
temps comme une surface particulière à quatre dimensions. Nous 
devons remarquer que dans un continuum à dix dimensions, il 
existe tous les intermédiaires entre la surface plane et la sur- 


sons connus les potentiels en tout point extérieur à cette région. On pour- 
rait alors d’ après la loi de gravitation déterminer la nature de l'espace- 
temps dans la région en question ; les dix équations différentielles de la 
loi auxquelles on joindrait les conditions aux limites suffiraient à déter- 
miner exactement les dix potentiels à l'intérieur de la région ; mais, non 
seulement se trouverait déterminée la nature de Pespace-temps, mais 
aussi celle du système de coordonnées, alors que ce système doit être 
parfaitement arbitraire à l'intérieur de la région, arbitraire d'ordre 4 cor- 
respondant à l'indétermination dans la division des quatre dimensions de 
l’espace-temps ; c'est là la raison pour laquelle le nombre des équations 
cherchées cst réduit à six. 


8 
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face à courbure complète, intermédiaires que nous pouvons 
désigner sous le nom de surfaces courbes « au premier degré » 
et « au second degré » €). La distinction que lon fait entre 
ces types de surfaces est un peu dans le genre de celle que 
présentent les courbes de l’espace qui peuvent être simplement 
« courbées » comme un cercle ou « tordues » comme une 
hélice ; l'analogie, d'ailleurs, n’est qu'assez lointaine. La cour- 
bure complète d'une surface est une quantité G formée à partir 
des différents termes de Guy un peu comme ces termes eux-mèê- 


mes sont formés à partir du tenseur Fi On peut établir les 


conclusions suivantes 
. 0 ne 

Si Buso =O (20 conditions) 
l'espace-temps est euclidien. C'est l’état d'une région de l'Uni- 
vers à une distance infinie de toute masse attirante et plus géné- 
ralement de toute forme d'énergie. 

Si Guy 0 (6 conditions) 
l'espace-temps est courbe au 1° degré. C'est l’état d’une région 
vide de l'Univers — ne contenant ni matière, ni lumière, ni 
champs électromagnétiques, mais située dans le voisinage de 
ces formes d'énergie. 


Si G=0 (1 condition) 


Fespace-temps est courbe au 2° degré. C'est l’état d’une région 
de l’Univers ne contenant ni matière, ni électrons (énergie liée) 
mais renfermant de la lumière ou des champs électromagnéti- 
ques (énergie libre). 


Si Go 


l'espace-temps est à courbure complète. C’est l'état d’une région 
de l Univers contenant une matière continue. 

D'après les théories courantes de la physique, la matière con- 
tinue n'existe pas, de sorte qu'à vrai dire, le dernier cas ne se 
présente jamais. La matière est constituée par des électrons ou 
d'autres particules. Les régions qui séparent les électrons ne 


(C) Nomenclature qui n'est pas en usage. 
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sont pas à courbure complète et celles qui sont intérieures aux 
électrons doivent être entièrement exclues de l'espace-temps. 
Nous ne pouvons pas nous imaginer explorant l'intérieur d'un 
électron avec tout un attirail de particules mobiles, d'ondes lu- 
mineuses, d'horloges matérielles et de règles divisées ; par suite, 
tant que nous n'aurons pas de nouvelle définition, toute géomé- 
trie de l'intérieur de l’électron et tout état relatif à cet espace- 
temps intérieur n'auront aucun sens pour nous. Mais ce qui 
importe dans la pratique habituelle ainsi que dans de nombreu- 
ses questions de physique, ce n'est pas la structure microscopi- 
que de la matière. Ce que nous avons besoin de connaître ce ne 
sont pas les valeurs réelles des g en un point, c'est leur valeur 
moyenne dans toute une région, petite au point de vue ordi- 
naire, mais de grande étendue par rapport à la structure molé- 
culaire de la matière. Cette théorie macroscopique revient à 
substituer à la structure granulaire de la matière, une structure 
continue, à remplacer un espace-temps sans courbure mais par- 
semé de lacunes par un espace-temps équivalent à courbure 
complète et sans lacunes. 

Il est naturel de penser que nos sens ont dû se développer de 
manière à percevoir quelques-unes des propriétés intrinsèques 
caractéristiques des états de l'Univers qui nous entoure, et je 
préfère regarder la matière et l'énergie non pas comme des fac- 
teurs produisant les différents degrés de courbure de l'Univers, 
mais comme des éléments de notre perception de cette courbure. 

Nous verrons que la loi de gravitation peut se résumer en cet 
énoncé : dans toute région vide, l'espace-temps n'est courbe 
qu'au premier degré. 


CHAPITRE VI 


La NOUVELLE LOI DE GRAVITATION ET L'ANCIENNE. 


I don’t know what I may seem to the world, but, as to myself, I seem 
to have been only as a boy playing on the sea-shore, and diverting myself 
in now and then finding a smoother pebble or a prettier shell than ordinary, 
whilst the great ocean Pi truth lay all undiscovered before me (1). 


Sir Isaac Newron. 


Avait-on quelque raison de ne pas se montrer satisfait de 
l'ancienne loi de gravitation de Newton ? 

Au point de vue observation, elle a fait l’objet des expériences 
les plus rigoureuses à la suite desquelles on en est venu à la 
regarder comme le modèle parfait d’une loi exacte de la nature. 
Les cas où l’on pouvait alléguer qu'elle se trouvait en échec 
étaient pour ainsi dire inexistants. Il y avait bien certaines irré- 
gularités dans le mouvement de la Lune, mais les astronomes 
regardaient généralement — et doivent encore regarder aujour- 
d'hui — dans d’autres directions pour chercher la cause de ces 
écarts. Un seul échec a pu conduire à mettre la loi en doute ; 
c'était son désaccord avec le mouvement du périhélie de Mer- 
cure. L'écart était si petit que pour le corriger on proposa de 
remplacer le carré de la distance par la puissance 2,000 000 16 
de celle-ci. Plus tard, il parut possible, sinon vraisemblable, 
que la matière qui cause la lumière zodiacale avait une masse 
suffisante pour être regardée comme responsable de la pertur- 
bation observée. ÿ 


(1) Je ne sais ce que je puis paraître au monde, mais, pour moi, il me 
semble que je ne suis qu’un enfant qui joue sur le rivage, m'amusant à 
trouver de temps en temps un caillou mieux poli ou un coquillage plus 
beau que d'ordinaire, pendant que le grand océan de la vérité reste tou- 
jours inexploré devant moi. 
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L’objection la plus sérieuse que l’on a pu faire à la loi de 
Newton en tant que loi exacte, c’est qu'elle était devenue ambi- 
guë. La loi fait intervenir le produit des masses de deux corps ; 
or la masse d’un corps dépend de sa vitesse — fait inconnu au 
temps de Newton. Devons-nous prendre la masse variable, ou 
la masse au repos ? Peut-être un juge averti interprétant l'énoncé 
de Newton comme il le ferait d’une dernière volonté ou d’un 
testament, pourrait-il trancher cette question ; mais on ne peut 
pas dire que ce soit là un moyen d’éclaircir un point important 
dans une théorie scientifique. 

Et la distance qui intervient aussi dans la loi, n'est-ce pas 
quelque chose de relatif à un observateur déterminé ? Devons- 
nous prendre pour observateur un être emporté par le Soleil, 
ou par le deuxième corps considéré, ou bien encore au repos 
dans l’éther, ou quelque milieu gravitationnel ? 

Enfin la force de gravitation se propage-t-elle instantanément, 
ou avec la vitesse de la lumière, ou encore avec quelque autre 
vitesse ? Jusqu'à une époque relativement récente on pensait 
avoir donné des preuves suffisantes pour établir que la vitesse 
de la gravitation était de beaucoup supérieure à celle de la 
lumière. La démonstration que l'on donnait était quelque chose 


Fig. 13. 


comme ceci. Si le Soleil et Jupiter s’attirent respectivement vers 
leurs positions actuelles S et J, les deux forces d'attraction ont 
même ligne d'action, sont égales et opposées .Si au contraire 
ces deux astres s’attirent respectivement vers les positions ©’ et J’ 
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qu'ils occupaient antérieurement, au moment où cette attrac- 
tion prit son essor à travers l'espace, les deux forces de gravita- 
tion forment alors un couple. Or ce couple aurait tendance à 
accroître la quantité de mouvement angulaire du système et, 
ses effets s’ajoutant tous sans cesse les uns aux autres, il devrait 
rapidement, si l'on suppose la vitesse de la gravitation du même 
ordre que celle de la lumière, causer un changement dans la 
durée de révolution de Jupiter, ce qui est en contradiction avec 
l'observation. Cet argument est fallacieux car ce n'est pas un 
effet nécessaire de la propagation que S soit attiré vers J’. En 
fait, si S et J étaient deux charges électriques, on trouverait 
que S est attiré très approximativement vers J (et non vers J’), 
bien que l'influence électrique se propage avec la vitesse de 
la lumière (2). Dans la théorie que nous exposons dans cet 
Ouvrage, la gravitation se propage avec la vitesse de la lumière 
et nulle part on ne rencontre de désaccord avec l'observation. 

On prétend souvent que la loi de gravitation de Newton est 
beaucoup plus simple que la nouvelle loi d'Einstein. Cela dépend 
essentiellement du point de vue auquel on se place ; du point 
de vue de l'Univers à quatre dimensions la loi de Newton est 
de beaucoup la plus compliquée. Nous verrons de plus que pour 
éclaircir tous les points obscurs de cette loi newtonienne, 1l faut 
élargir considérablement le sens de son énoncé. 

Des essais ont été faits pour généraliser la loi de Newton sur 
les bases du principe de relativité restreinte (page 26) seul. 
C'était insuffisant pour lui apporter l'amendement définitif. En 
nous servant du principe d'équivalence, ou de la relativité de 
la force, nous avons obtenu une loi définitive que nous avons 
énoncée dans le dernier Chapitre. Sans doute cette question 
s’est-elle posée à l'esprit du lecteur : pourquoi l'appelle-t-on la 
loi de gravitation ? Elle peut être plausible en tant que loi de la 
nature ; mais quel degré de parenté y a-t-il entre la courbure 
de l’espace-temps et les forces d'attraction réelles ou apparen- 
tes ? 

Il y avait jadis une race de poissons plats qui vivaient dans 
un océan à deux dimensions. On pouvait remarquer que ces 
poissons nageaient en général suivant des lignes droites à moins 


(1) Appendice. Note 6. 
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qu'il n y eût quelque obstacle à leur libre parcours. Cela sem- 
blait parfaitement naturel. Mais il y avait une région de cet 
océan où les poissons qui s’aventuraient semblaient tomber 
sous l'empire de quelque charme ; les uns, en la traversant, 
changeaient la direction de leur mouvement, et d’autres y na- 
geaient en rond indéfiniment. Pour expliquer ces singularités 
un des poissons imagina une théorie tourbillonnaire ; il montra 
que dans cette région existaient des tourbillons qui faisaient 
tourner tout ce qui s’y trouvait. Puis on proposa une théorie 
bien meilleure ; d’après elle, les poissons étaient tous attirés 
par un poisson énorme — un poisson-soleil — qui dormait au 
centre de la région ; là était la cause des perturbations appor- 
tées à leur mouvement. La théorie aurait pu ne pas tomber 
juste du premier coup ; mais elle fut confirmée avec une exac- 
titude merveilleuse par tous les genres possibles d'expériences. 
On trouva que tous les poissons avaient en eux une puissance 
attractive proportionnelle à leur taille ; la loi d'attraction, bien 
qu'extrêmement simple, suffisait à expliquer tous les mouve- 
ments avec un degré de précision inconnu jusqu’à ce jour dans 
l'investigation scientifique. Il y eut bien quelques poissons pour 
se plaindre qu'ils ne voyaient pas comment une pareille action 
pouvait se communiquer à distance ; mais l'opinion générale 
était que cette influence se propageait par l'intermédiaire de 
l'océan et qu’on en comprendrait mieux le mécanisme le jour où 
l'on en saurait un peu plus sur la nature de l'eau. Par suite tous 
les poissons, ou presque tous, qui voulaient donner une théorie 
de cette attraction, commençaient par décrire quelque genre de 
mécanisme pour sa propagation à travers l’eau. 

Mais il vint un poisson qui conçut une tout autre explication. 
Il avait été frappé par ce fait que ses camarades, qu'ils soient 
gros ou petits, suivaient toujours les mêmes trajectoires bien 
que naturellement il y eût une force plus grande pour dévier le 
plus gros poisson, et il porta toute son attention sur les tra- 
Jectoires et non sur les forces. Il obtint alors une explication 
remarquable de tout le système. Il y avait dans l'Univers une 
colline qui entourait le poisson-soleil ; les poissons ne pouvaient 
la percevoir directement, n'ayant que deux dimensions. Mais 
quand un poisson venait à s’aventurer sur l’un des versants de 
la colline, bien qu'il ft de son mieux pour nager droit, il tour- 
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nait toujours un peu (un voyageur qui gravit obliquement la 
pente d’une montagne dont il a le sommet à sa droite doit 
sciemment appuyer à gauche s'il veut conserver sa direction 
primitive par rapport à sa boussole) (1). C'était là le secret de 
celte aftraction incompréhensible, ou de cette déviation des tra- 
jectoires que l’on subissait dans la région mystérieuse. 

Cette comparaison n’est pas parfaite car elle ne fait intervenir 
la colline que dans l'espace, alors que nous devons compter avec 
un relief dans l'espace-temps. Elle montre bien néanmoins com- 
ment la courbure de l'Univers que nous habitons peut donner 
l'illusion d’une force attractive, et, en fait, ne peut être mise en 
évidence que par l'intermédiaire d'un tel effet. Nous allons 
maintenant voir en détail la solution du problème. 

Sous la forme G,,—0 la loi d'Einstein exprime les conditions 
qui doivent être satisfaites dans le champ de gravitation produit 
par une distribution arbitraire quelconque de la matière atti- 
rante. Une forme analogue de la loi de Newton avait été don- 
née par Laplace dans son équation célèbre AV =o. La loi paraît 
moins obscure quand, au lieu de se demander quels genres 
d’espace-temps peuvent exister dans une région vide de matière 
sous les conditions les plus générales, on cherche la nature de 
cet espace-temps dans la région entourant une particule maté- 
rielle prise isolément. Nous traitons à part le cas de la particule 
isolée, exactement comme le fit Newton. Nous pouvons de plus 
apporter une grosse simplification dans le problème en choisis- 
sant des coordonnées particulières qui, bien entendu, ne doi- 
vent pas être d'un type incompatible avec le genre d'espace- 
temps trouvé. 

Nous n'avons besoin de considérer que l’espace à deux dimen- 
sions — suffisant pour l'orbite soi-disant plane d’une planète — 
le temps étant ajouté comme troisième dimension. On peut 


(1) La signification géométrique de ce fait est facile à concevoir. Pour 
ne pas dévier, le voyageur devrait suivre la ligne d’intersection de la 
surface supposée convexe par le plan vertical qui contient sa direction pri- 
mitive. Il est au contraire tenté de suivre la ligne de plus court chemin 
c’est-à-dire la géodésique tangente à sa direction primitive. Le plan oscula- 
teur à une géodésique étant, comme on sait, normal à la surface, la géodési- 
que s'écarte du plan vertical du côté où la surface monte. Il faut donc 
appuyer du côté opposé pour rester dans le plan vertical. 
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toujours, si on le veut, faire intervenir la troisième dimension 
de l’espace en tenant compte des conditions de symétrie. On 
trouve par de longs calculs (*) que, autour d'une particule : 


ds? =— l dr?—r?do? + ydi? (6) 
1 


N 2m 
ou Y= E 


La nt m est la masse grativationnelle de la particule — 
mais nous ne sommes pas supposés le savoir encore. ret 0 sont 
des coordonnées polaires, le système de coordonnées étant celui 
de la Fig. 11 ; plus exactement ce sont les quantités les plus 
rapprochées T coordonnées polaires que lon puisse rencon- 
trer dans un espace qui n'est pas rigoureusement euclidien. 

En fait, cette expression du ds”, on la trouve en premier lieu 
simplement comme une solution particulière des équations du 
champ de gravitation d’Einstein ; elle traduit l'existence d’une 
variété de collines (il semble que ce soit la plus simple) dont 
la courbure ne dépasse pas le premier degré. Il se pourrait qu'il 
y eût quelque région de l'Univers où l’on trouvât un pareil état 
comme effet de conditions spéciales. Pour déterminer ces con- 
ditions nous allons suivre et étudier quelques-unes des consé- 
quences que l’on peut tirer d'un pareil cas, chercher comment 
se meut une particule matérielle dans une telle région et voir 
si nous ne connaissons aucun cas où l'observation puisse nous 
faire retrouver ces conséquences. Ce n'est qu'après que nous 
nous serons assurés que cette forme du ds? correspond bien aux 
plus importants des effets observés attribuables à une particule 
matérielle de masse m située à l’origine, que nous serons en 
droit d'identifier cette solution particulière avec celle que nous 
cherchions. 

Nous aurons un exemple suffisant d’un pareil type de raison- 
nement, en indiquant comment doit se distribuer la matière 
pour conduire à cette solution particulière. En tout point où 
la loi (6) est valable, il ne peut y avoir de matière, car la loi 
qui s'applique à un espace vide est vérifiée. Mais, si nous 
essayons d'approcher de l'origine (r=0), un phénomène curieux 
se présente. Supposons que nous prenions une règle graduée 


(1) Appendice. Note 7. 
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et que, la disposant radialement, nous l’utilisions pour tracer 
des longueurs égales suivant un rayon en nous rapprochant au 
fur et à mesure de l’origine. Le temps £ restant constant et do 
étant nul pour des mesures radiales, la formule (6) se réduit à : 


Nous débutons avec r grand et peu à peu nous nous rappro- 
chons du point r=2m. En ce point, d’après la définition, 
Y=0 ; de sorte que! quelle que soit la grandeur de l'intervalle 
mesuré ds, dr=o. Nous pouvons continuer à déplacer chaque 
fois notre règle graduée de sa propre longueur, dr est toujours 
nul, autrement dit r ne diminue plus. Il y a comme un cercle 
magique à l'intérieur duquel nulle mesure ne peut nous faire 
pénétrer. Il est naturel que nous nous fassions une image de 
ce je ne sais quoi s'opposant à notre approche, et que nous 
disions qu'une particule de matière occupe l'intérieur de ce 
cercle. 

En réalité, tant que nous supposons l'espace-temps courbé 
seulement au premier degré, il nous est impossible de donner 
au sommet de la colline une forme arrondie ; on doit se repré- 
senter ce sommet comme rejeté à l'infini et analogue à une 
cheminée sans fin. Nous pouvons pourtant substituer le dôme 
à la cheminée si nous recourons à une petite région de courbure 
plus grande. Ce ne peut être une région vide car la loi relative 
à un espace vide ne s'applique plus. Aussi disons-nous qu ‘elle 
renferme de la matière — ce qui, pratiquement, revient à don- 
ner une définition de celle-ci. Cette question peut rappeler à 
ceux qui connaissent l'hydrodynamique le problème de la rota- 
tion irrotationnelle d’un fluide ; les conditions ne peuvent se 
trouver satisfaites à l'origine des coordonnées et il est néces- 
saire d'exclure une région occupée par un filet tourbillonnaire. 

Nous devons également dire un mot de l'emploi des coordon- 
nées r et { dans (6). Elles correspondent à notre notion ordi- 
naire de la distance radiale et du temps — du moins dans la 
mesure où l'on peut, pour désigner les coordonnées d’un Uni- 
vers non euclidien, se servir de termes qui, dans leur signifi- 
cation courante, supposent un Univers euclidien. Nous appel- 
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lerons donc r et ¢ la distance et le temps. Mais, donner des 
noms aux coordonnées ne nous en apprend pas plus — et ici, 
nous en apprend infiniment moins — que l'examen de l’expres- 
sion du ds?. Toute question qui porte sur la signification exacte 
de r et de { doit toujours être traitée en se référant à l'équa- 
tion (6). 

Le défaut de planéité du champ de gravitation est indiqué 
par l'écart du coefficient y par rapport à l'unité. Si la masse 
m=0, y=1 l'espace-temps est parfaitement euclidien. Même 
dans les champs de gravitation les plus intenses que l'on cun- 
naisse, l'écart est extrêmement petit. Pour le Soleil, la quantité 
m que l'on appelle la masse gravitationnelle n’est que de 1,47 ki- 
lomètres (+) ; pour la Terre, elle est de 5 millimètres. Dans tout 
problème que l’on peut avoir à résoudre pratiquement, le rap- 


port =" est excessivement petit. Pourtant, c’est de la petite dif- 


férence correspondante pour y que dépend la totalité des phéno- 
mènes de gravitation. 

Le coefficient y apparaît en deux endroits dans la formule et 
modifie par conséquent la planéité de l'espace-temps de deux 
manières différentes. En règle générale, ces deux manières sont 
loin d’avoir la même importance et c’est la présence de y comme 
coefficient de dt? qui produit de beaucoup les effets les plus 
remarquables. Supposons que nous voulions mesurer l'inter- 
valle entre deux événements de l’histoire d’une planète. Sup- 
posons par exemple ces événements à une distance de 1 seconde 
dans le temps : dt=1 seconde=300.000 km. Donc d? = 
90.000.000.000 km?. Aucune planète ne dépassant la vitesse 
de 5o km. par seconde, la variation dr associée à la durée de 
rı seconde de l’histoire de la planète, ne pourra excéder 5o km. 
et dr? ne pourra être supérieur à 2.500 km?. Il est clair main- 


tenant que le terme très petit Z a plus de chances de se faire 


sentir quand on le multiplie par dt? que quand on le multiplie 
par dr?. 

Par conséquent, dans une première approximation, nous 
pourrons négliger l'écart par rapport à l'unité du coefficient de 
dr? et écrire : 


ds? =—dr2—7?d0? + (: 5 2 die. (7) 


r 


(1) Appendice. Note 8. 
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Nous allons montrer maintenant que toute particule située 
dans ce genre d’espace-temps doit paraître soumise à une in- 
fluence attractive provenant de l'origine. 

Envisageons le problème qui consiste à représenter sur un 
plan une région restreinte de ce type d’ Univers, à faire la 
« carte » de cette région. 

Il est d’abord essentiel de définir avec soin la distinction que 
nous faisons ici entre une « image » et une « carte ». Si nous 
nous donnons les latitudes et longitudes d’un certain nombre 
de points de la Terre, nous pouvons déterminer une image de 
la portion de surface terrestre correspondante en regardant les 
latitudes et les longitudes comme les abaisses et les ordonnées 
d'un système de coordonnées planes rectangulaires de sorte que 
méridiens et parallèles forment un réseau de carrés ; mais ce 
n'est pas là une carte véritable. Dans une carte habituelle de 
l'Europe les méridiens sont obliques et les parallèles sont cour- 
bes. Pourquoi cela ? Parce qu'une carte a pour but de figurer 
aussi exactement que possible les distances avec leurs propor- 
tions véritables (1). La distance est ce qu'il importe de repré- 
senter aussi correctement que possible. Si l'on passe au cas de 
quatre dimensions, l'intervalle étant l'analogue de la distance, 
une carte de l'Univers à quatre dimensions doit reproduire tous 
les intervalles avec leurs proportions véritables. Pour construire 
une image naturelle de l’espace-temps, on regarde les r et les 
t comme des distances horizontales et verticales sur le plan de 
la figure ; c’est le procédé utilisé quand on fait par exemple le 
graphique du mouvement d’une particule ; mais dans une vraie 
carte reproduisant les intervalles avec leurs proportions res- 
pectives, les lignes des r et des £ sont des courbes inclinées les 
unes sur les autres. 

Pour tracer les méridiens et les parallèles sur une carte il 
faut se conformer à la formule de la page 98 : 


ds? = de? + cos? Bdr2. 


de même pour figurer les lignes des r et des £ on doit se repor- 
ter à la formule (7). 


(+) C’est généralement le but que l’on se propose d'atteindre bien qu'il 


existe des cartes non conformes à cette règle : par exemple, la carte de 
Mercator. 
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La Fig. 14 nous montre une telle carte. Il est facile de voir 
pourquoi les lignes des t convergent vers la gauche de la figure. 


2m . 
Le facteur 1—— décroît à mesure qu'on s'éloigne vers la gau- 


che car r diminue ; par suite toute variation de t correspond 
à un intervalle de plus en plus court et doit être représenté sur 
la carte par des distances de plus en plus courtes quand on va 
vers la gauche. Il est moins simple de voir pourquoi les lignes 
des r ont les formes figurées ; par analogie avec la latitude et 


la longitude nous pourrions nous attendre à les voir courbées 
dans le sens inverse. Mais nous avons examiné, au Chapitre II 
la relation qui existe entre la direction de l'axe des temps et une 
direction d'espace conjuguée ; il est visible que la carte nous 
donne approximativement les divisions en losanges de la 


Fig. 6 (). 


Eve 2 3 
(1) La substitution z=r+ e y=t (1) donne ds? = —de? + dy? 
ET CAL F 
en supposant qu'on puisse négliger le carré de m. Pour tracer la carte 


on prend alors z et y comme coordonnées rectangulaires. 
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Comme toutes les cartes de surfaces courbes, le diagramme 
n'est précis qu'à la limite quand l'aire représentée devient infini- 
ment petite. 

Il importe de bien saisir la signification de cette carte. Quand 
on parle habituellement de la distance au Soleil, et du temps 
en un certain point du système solaire, on entend les deux varia- 
bles r et ż. Elles ne désignent pas les résultats de mesures pré- 
cises faites avec des règles divisées et des horloges au point con- 
sidéré, mais ce sont les variables dont le choix convient le mieux 
à la description du système solaire entier. Elles sont l'expression 
d'un compromis car on est toujours obligé de considérer une 
région trop étendue pour pouvoir faire de cette région une repré- 
sentation exacte sur une carte plane. Pour en faire une image, 
il est tout naturel de regarder ces variables comme des coordon- 
nées rectangulaires partageant l'espace-temps en mailles car- 
rées comme dans la Fig. 15 ; une telle image ne doit pas être 


Fig. 10. 


confondue avec une carte car elle ne reproduit pas les interval- 
les avec leurs proportions véritables. Il est impossible de tracer 
une carte fidèle et sans distorsion d’une région courbe tout 
entière ; seule une portion suffisamment petite de cette région 
peut être reproduite sans déformation si la division suivant 
r et t est faite comme dans la Fig. 14. Pour revenir d’une carte 
véritable à l'image habituelle où r et t figurent un espace et un 
temps rectangulaires, on déformera la Fig. 14 jusqu'à ce que 
ses mailles deviennent des carrés comme dans la Fig. 15. 
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Sur la carte de la Fig. 14 la géométrie est euclidienne et les 
trajectoires des particules matérielles seront des droites. Soit PQ 
une trajectoire qui est nécessairement presque verticale à moins 
que la vitesse ne soit très grande. Déformons la figure de ma- 
nière à obtenir la représentation ordinaire des r et des ¢ de la 
Fig. 15 ; la trajectoire PQ s'incurvera, sa concavité étant dirigée 
vers la gauche où se trouve le Soleil. À chaque déplacement 
vertical d'une unité le long de l’axe des t correspond un dépla- 
cement horizontal d'espace vers la gauche de plus en plus grand ; 
la vitesse vers le Soleil augmente TO progressivement. C'est 
ce que l'on traduit en divan que la particule est attirée par le 
Soleil. 

Le lecteur habitué aux spéculations mathématiques ne trou- 
vera aucune difficulté à établir d’après le diagramme que pour 
une particule animée d'une vitesse assez petite, l'accélération 


Ce š 5 5 m . 
dirigée vers le Soleil est approximativement z7 ce qui concorde 


avec la loi de Newton. 

Les trajectoires dans le cas des grandes vitesses peuvent être 
modifiées d’une manière un peu différente. La ligne d'Univers 
correspondant à une onde lumineuse est représentée par une 
droite inclinée à 45° sur l'horizontale de la Fig. 14. H faudrait 
une très grande précision dans l'exécution du dessin pour qu'on 
puisse voir ce qui arrive dans la déformation qui amène la 
Fig. 14 à coïncider avec la Fig. 15 ; en réalité, la trajectoire 
en même temps qu elle se rapproche de la verticale, s’incurve et 
c’est sa convexité qui est orientée vers la gauche. L'effet de la gra- 
vitation du Soleil sur une onde lumineuse, ou sur une particule 
ayant une vitesse du même ordre qui se déplace le long d’une 
droite passant par le Soleil, est en réalité une répulsion ! 

La trajectoire d'une onde lumineuse transversale, émanant 
du plan du diagramme, sera modifiée comme l'était celle d'une 
particule de vitesse nulle dans la déformation permettant de 
passer de la Fig. 14 à la Fig. 15. Par suite l’action exercée 
par le Soleil sur une onde lumineuse transversale est toujours 


une attraction. L'accélération est simplement comme dans 


m 
77 
le cas d'une particule au repos (1). 


(1) C’est là un résultat que l’on déduit de la formule (7) qui n’est qu'ap- 
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Il est extrêmement important que l'expression trouvée pour 
traduire la nature géométrique du champ de gravitation d'une 
particule, conduise à la loi de l'attraction de Newton. Cela nous 
montre que la loi Gus = 0 fondée sur la théorie concorde avec 
l'expérience, du moins aproximativement. C’est loin d’être pour 
nous un désavantage que la loi de Newton ne soit applicable que 
dans le cas des petites vitesses ; toutes les vitesses planétaires 
sont petites en comparaison de celle de la lumière et les consi- 
dérations exposées au début de ce chapitre ne nous font penser 
à la nécessité de quelque modification de la loi que dans le cas de 
vitesses du même ordre que celle de la lumière. 

Un autre point important à signaler c'est que l'attraction 
de gravitation n'est qu'une déformation géométrique des tra- 
jectoires rectilignes. Peu importe la nature du corps ou de la 
perturbation qui suivent cette trajectoire, sa déformation est 
due uniquement à la différence qui existe entre P « image 
mentale » et la « carte véritable » de la portion d'espace-temps 
considérée. Par suite, lumière et matière ont leurs trajectoires 
également modifiées. Cette proposition est d’ailleurs implicite- 
ment contenue dans le principe d'équivalence ; si, en effet, il 
n'en était pas ainsi, des propriétés optiques nous permettraient 
de faire une distinction entre l'accélération d’un ascenseur et 
un accroissement véritable de la pesanteur ; dans ce cas, l'obser- 
vateur particulier qui verrait les particules lumineuses suivre 
des trajectoires rectilignes pourrait être défini comme « non 
accéléré » d’une manière absolue et il ne pourrait y avoir de 
théorie de la relativité. Les physiciens, en général, avaient été 
préparés à admettre la vraisemblance d'effets de la gravitation 
sur la lumière semblables à ceux exercés sur la matière, et ils 
s'étaient souvent posé ce problème : la lumière a-t-elle ou non 
un « poids » ? 

La présence de y en tant que coefficient de di? est la cause 
des caractères essentiels de la gravitation newtonienne ; sa pré- 


I . 
sence sous la forme — comme coefficient de dr? est responsable 
des principaux écarts de la nouvelle loi par rapport à l’ancienne. 


Cette distinction paraît correcte ; mais la loi de Newton est 


proximative. Nous verrons plus loin que la formule exacte (6) modifie ce 
résultat. 
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ambiguë et il est malaisé de dire exactement ce que l’on doit 
regarder comme des écarts par rapport à elle. Mettons de côté, 
maintenant que nous l'avons suffisamment examiné, le terme 
de temps et ne considérons plus que le terme d’espace (t) : 


d? = z dr? + r2de?. 


Cette formule montre que l’espace considéré seul n’est pas 
euclidien dans le voisinage d'une particule attirante .C'est Rà 
un fait qui sort complètement du domaine de l’ancienne loi. 
Le temps ne peut être exploré que par quelque chose de 
mobile, une particule matérielle libre, ou les différents organes 
d'une horloge, de sorte que le caractère non euclidien de l'espa- 
ce-temps peut être dissimulé par l'introduction d’une fiction 
commode : un champ de force, modifiant convenablement le 
mouvement. L'espace, au contraire, peut être exploré à l’aide 
de méthodes statiques ; et, théoriquement, son caractère non 
euclidien pourrait être établi par des mesures suffisamment pré- 
cises faites avec des règles divisées rigides. 

Si nous disposons notre règle transversalement pour mesurer 
la longueur d'une circonférence dont nous désignerons le rayon 
par r, la longueur mesurée ds est, d’après la formule, égale à 
rd6 ; quand la circonférence se trouve décrite tout entière l'an- 
gle 8 s’est accru de 2 + ; la mesure de la longueur de la circon- 
férence est donc 27r. Si au contraire nous disposons notre règle 


, dr 
le long d’un rayon, la longueur mesurée ds est égale à —— 


p 


ed 


quantité toujours supérieure à dr. En mesurant la longueur d'un 
diamètre, nous trouvons donc un résultat plus grand que 2r 
puisque chaque élément de notre mesure est plus grand que la 
variation correspondante de r. 

Par conséquent, si nous traçons une circonférence, que nous 
placions près de son centre une particule matérielle a manière 
à produire un champ de gravitation et que nous mesurions 
avec une règle divisée la circonférence et le diamètre, le rapport 
de la mesure de la première à la mesure du second n’est pas le 


(1) Nous changeons le signe de ds?, de sorte que ds, quand il est réel, 
a la signification d’une mesure d’espace au lieu d’avoir celle d’une mesure 
de temps. 


9 
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fameux nombre z= 3,141592653589793238462643383279... 
mais un nombre légèrement inférieur. Sous une autre forme, 
si nous inscrivons dans cette circonférence un hexagone régu- 
lier, ses côtés ne seront pas rigoureusement égaux au rayon de 
la circonférence. En plaçant la particule près du centre et non 
au centre lui-même, nous évitons de la traverser pour mesu- 
rer le diamètre, ce qui fait de l'expérience une expérience pra- 
tique ; mais, si pareille expérience est possible pratiquement 
on ne peut songer à l'utiliser pour déterminer le caractère non 
euclidien de l’espace, car on ne peut atteindre le degré de préci- 
sion nécessaire à cette détermination. Si la masse d’une tonne 
se trouvait placée à l’intérieur d’un cercle de 5 mètres de rayon, 
le nombre x ne commencerait à être en défaut qu'à la vingt- 
quatrième ou à la vingt-cinquième décimale. 

Ce qui fait la valeur de ce mode d'exposition du résultat, 
c'est qu'il nous montre que le relativiste ne parle pas du tout 
en mélaphysicien quand il affirme que l'espace d’un champ 
de gravitation est non euclidien. Cette proposition a une signi- 
fication purement physique et nous saurons peut-être un jour 
la confirmer expérimentalement. Mais nous pouvons, en atten- 
dant, montrer son exactitude par des méthodes indirectes. 

Supposons-nous en présence d'un champ plat, uniformément 
parsemé de haies. La distance de deux points quelconques de ce 
champ sera proportionnelle au nombre des haies par dessus 
lesquelles il faudra sauter pour aller d’un des points à l’autre 
en suivant une ligne droite — en fait le nombre minimum des 
haies. Nous pouvons regarder ces nombres comme équivalents 
aux distances et nous en servir pour faire la carte du terrain. 
Cette carte peut être dessinée sur une feuille plane de papier 
et nous ne rencontrerons nulle part le moindre désaccord 
entre le modèle et le dessin car le terrain est plan lui-même. 
Ecartons maintenant de notre pensée toute idée de distance dans 
le champ ou de ligne droite tracée sur lui ; admettons qu'une 
distance entre deux points sur la carte ne représente autre chose 
que le nombre minimum des haies situées entre ces deux points ; 
la droite les joignant sur la carte représentera par conséquent la 
route à suivre pour aller de l’un à l’autre sur le terrain. Cette 
convention a l'avantage que s'il arrive un tremblement de terre 
qui vienne déformer le sol de notre champ, notre carte sera 
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encore correcte. Un chemin de minimum de haies croisera les 
mêmes haies qu'avant le tremblement de terre ; mais ce che- 
min, par suite du bouleversement ne sera plus une ligne droite 
et il fera des détours. Nous n’aurions aucun avantage à prendre 
une route plus droite car nous serions conduits à traverser une 
région où les haies seraient plus serrées et plus rapprochées les 
unes des autres. Nous ne modifions pas le nombre des haies qui 
sont sur le parcours d’un certain chemin en déformant celui-ci. 

C'est ce que l'on peut montrer sur les Fig. 14 et 15. La 
Fig. 14 représente un champ primitivement non déformé avec 
des haies uniformément espacées (non représentées sur la 
figure). La droite PQ figure le chemin de minimum de haies 
pour aller de P à Q ; sa longueur est proportionnelle au nom- 
bre de haies qui sont sur son parcours. La Fig. 15 représente 
le terrain après sa déformation, PQ étant devenu une certaine 
courbe ; néanmoins PQ est encore un chemin de minimum 
de haies de P à Q et le nombre des haies rencontrées est le 
même que précédemment. Par suite si nous faisons le plan du 
terrain déformé en ne raisonnant que sur ces nombres, nous 
trouvons la Fig. 14 exactement comme si aucune déformation 
n'avait eu lieu. 

Il faut déraciner les haies et les replanter ailleurs si l'on 
veut modifier leur nombre d'une manière quelconque. Par- 
tant d’un certain point, supposons que nous les disposions 
de manière qu'elles soient de plus en plus clairsemées au fur 
et à mesure que nous nous éloignons du point considéré. Choi- 
sissons maintenant un cercle ayant ce point pour centre. Mais, 
tout d'abord qu'est-ce qu'un cercle ? Nous devons le définir au 
moyen de nos haies ; ce sera évidemment une courbe telle que 
le nombre minimum des haies qui se trouvent entre un de ses 
points et le centre soit constant (cette constante étant le rayon). 
Armés de cette définition, nous pouvons défier les tremblements 
de terre ! Le nombre des haies que l’on rencontrera en décri- 
vant la circonférence d’un pareil cercle, ne sera pas avec le nom- 
bre des haies situées sur un rayon dans le même rapport que 
dans le cas de leur distribution uniforme ; étant donnée la dis- 
tribution plus dense autour du centre, ce rapport sera plus 
petit. Nous avons donc là une analogie remarquable avec un 
cercle dont la circonférence est moindre que + fois son diamètre. 
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Cette analogie nous permet de faire l’image de l’état de 
l'espace environnant une particule matérielle et dans lequel le 
rapport de la circonférence d’un cercle à son diamètre est moin- 
dre que x. Les nombres de haies ne pourront plus servir à 
construire une carte exacte sur une feuille de papier, car ils ne 
sont pas conformes à la géométrie euclidienne. 

Supposons maintenant qu'une particule pesante veuille tra- 
verser ce champ en passant tout près du centre mais non pas 
au centre même. Dans un espace euclidien où les haies sont 
distribuées uniformément, sa trajectoire serait une ligne droite ; 
autrement dit, pour aller d’un point à un autre, la particule 
emprunterait le trajet comprenant le minimum d'obstacles. Nous 
pouvons admettre que, dans un champ non euclidien avec des 
haies distribuées d’une manière arbitraire, elle suivra le che- 
min qui lui demandera le moindre effort. En fait, dans une 
région suffisamment petite, on ne peut faire aucune distinction 
entre la distribution arbitraire et une déformation ; nous pou- 
vons donc imaginer que la particule se comporte dans chacune 
des régions successives qu'elle rencontre en suivant la règle du 
minimum d'obstacles et qu'elle ne s'inquiète pas de la distribu- 
tion arbitraire qui n'est visible que dans un coup d'œil d'ensem- 
ble du champ entier (+). 

Dans le cas actuel, elle s'arrangera évidemment de manière 
à ne pas traverser en ligne droite la partie où les haies se trou- 
vent accumulées, mais à suivre un chemin légèrement exté- 
rieur où elles sont un peu plus clairsemées — pas trop extérieur 
car ce chemin se trouverait allongé d’une manière exagérée. La 
trajectoire de la particule sera donc légèrement concave vers le 
centre et pourtant un observateur ne manquerait pas de dire 
que ce même centre l'attire. Il est assez curieux d'appeler cela 
une attraction quand la trajectoire a l'air, au contraire, d'éviter 
la région centrale ; mais il est clair que la direction du mouve- 
ment a subi une déviation qui n’est attribuable qu'à une force 
attractive. 

Cette courbure de la trajectoire vient s'ajouter à celle due à 


(+) Il doit exister quelque trajectoire absolue et, si l’on ne peut associer 
sa signification absolue qu’à des nombres de haies et non à des distances 
dans le champ, la trajectoire du minimum de haies est la seule susceptible 
d’une définition absolue. 
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la force newtonienne de gravitation qui dépend du deuxième 
aspect de y dans la formule. Comme nous l'avons déjà montré, 
c'est en général un effet beaucoup plus petit qui ne se présente 
que comme une correction extrêmement petite apportée à la 
loi de Newton. Le seul cas où ces deux effets ont même impor- 
tance, est celui d'une onde lumineuse ou d’une particule 
se mouvant avec une vitesse de l’ordre de celle de la lumière ; 
alors dr? devient du même ordre de grandeur que dł. 

En résumé, un rayon lumineux passant au voisinage d’une 
particule matérielle s’infléchira pour deux raisons : d'abord par 
suite du caractère non euclidien de la combinaison du temps 
avec l'espace ; la courbure correspondante du rayon est équi- 
valente à celle due à la gravitation newtonienne et peut se cal- 
culer par la méthode ordinaire en supposant la lumière pesante 
comme un corps matériel ; — en second lieu, par suite du 
caractère non euclidien de l'espace pris isolément, d'où il résulte 
une courbure qui vient s'ajouter à celle prédite par la loi de New- 
ton. Si donc nous pouvons observer la valeur de la déviation d’un 
rayon lumineux passant au voisinage d’une masse pesante, nous 
pourrons par là-même faire une expérience décisive qui nous 
permettra de savoir si c’est à la théorie d'Einstein ou à celle 
de Newton qu'obéil la lumière. 

Cette séparation de l'attraction en deux parties, utile dans une 
comparaison de la nouvelle loi avec l’ancienne, est, au point de 
vue de la relativité, purement artificielle. Ce que nous consta- 
tons c’est que le rayon lumineux est dévié exactement comme le 
serait la trajectoire d'une particule matérielle se déplaçant avec 
la même vitesse. La cause de cette courbure peut être attribuée 
soit au poids de la lumière, soit au caractère non eucli- 
dien de l'espace-temps, suivant la nomenclature adoptée. 
La seule différence entre les prédictions de l’ancienne et de la 
nouvelle théorie c'est que dans un cas le poids est calculé sui- 
vant la loi de gravitation de Newton et dans l’autre suivant 
celle d'Einstein. 

On peut exposer d’une autre façon l'effet de la gravitation sur 
la lumière tel que l'entend Einstein, et ce nouveau mode d'expo- 
sition, pour plusieurs raisons, est bien préférable. Il est fondé 
sur ce fait que la vitesse de la lumière dans un champ de gra- 
vitation n’est plus une constante (l'unité) mais diminue à mesure 
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que l'on se rapproche du corps attirant. Cela ne veut pas dire 
qu'un observateur déterminant expérimentalement la vitesse 
de la lumière en un point près du Soleil constaterait l'existence 
de cette diminution ; sı cet observateur fait l'expérience de 
Fizeau son résultat en kilomètres par seconde sera rigoureuse- 
ment le même que s'il était sur la Terre. C'est à la vitesse 
coordonnée que notre proposition s'applique, c'est-à-dire à celle 
qui, fonction des quantités r © t, est introduite par un être qui 
observerait au même instant le système solaire tout entier. 

On doit se souvenir que dans la discussion de la géométrie 
approchée de l’espace-temps dans la Fig. 3, nous avions trouvé 
que certains événements, dont P, étaient dans le passé ou le 
futur absolus de O et que d’autres, tels que P’ n'étaient ni 
avant, ni après O mais seulement ailleurs. Analytiquement ce 
qui fait la distinction c’est que pour l'intervalle OP ds? est posi- 
tif alors que pour OP il est négatif. Dans le premier cas l'inter- 
valle est réel ou « dans le temps », dans le deuxième cas il 
est imaginaire ou « dans l’espace ». Les deux régions sont sépa- 
rées par des lignes (plus exactement des cônes) qui, chaque fois 
qu'on les traverse, font changer de signe ds? ; le long de ces 
lignes, ds est nul. Il est évident que la signification absolue de 
ces lignes doit avoir une grande importance dans la géométrie 
de l'Univers. Physiquement, leur caractère essentiel, c’est qu'el- 
les sont les lignes d'Univers des perturbations lumineuses et 
que le mouvement d’une telle perturbation est toujours donné 
par l'équation ds—o 

En nous servant de l'expression du ds? dans un champ de 
gravitation, nous avons donc pour la lumière: 


o=— z dr?—r? do? + ydt?. 


Pour une propagation radiale do =0 et 


Pour une propagation transversale dr=0o 


Ge) =r 


La vitesse coordonnée de la lumière se déplaçant radialement 
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est donc yY ; celle de la lumière se déplaçant transversalement 
est yy, dans le système de coordonnées choisi. 

La vitesse coordonnée dépendant du choix des coordonnées, 
il est possible et préférable de prendre un système légère- 
ment différent dans lequel la vitesse de la lumière sera la même 


dans toutes les directions (+), par exemple y ou 1——. Cette 


vitesse diminue donc à mesure que l’on se rapproche du Soleil 
— c'est un exemple de la remarque faite plus haut qu’une per- 
turbation lumineuse se propageant suivant une direction cen- 
trale est repoussée par le Soleil. 

On peut comparer le mouvement ondulatoire de la lumière 
à une succession de longues vagues droites roulant à la surface 
de la mer. Si le mouvement des vagues est plus lent à l’une 
de leurs extrémités qu'à l’autre, le front de la vague peu à peu 
exécutera comme un mouvement de conversion et sa direction 
de propagation primitive se modifiera également. En mer ce 
cas se présente chaque fois que l’une des extrémités de la vague 
atteint avant l’autre une région où l’eau est peu profonde, car 
la vitesse dans une eau peu profonde se trouve diminuée. Tout 
le monde sait que là se trouve la cause du changement de direc- 
tion de ces vagues qui s'avancent en biais dans un golfe et qui 
pivotent pour devenir parallèles au rivage ; l'extrémité la plus 
avancée de la vague est retardée par l'eau moins profonde du 
golfe et attend l'autre extrémité. Il en est de même quand les 
ondes lumineuses viennent à passer près du Soleil ; c’est leur 
extrémité la plus proche de lastre qui a la vitesse la plus petite 
et le front de l’onde pivote ; la direction de propagation des 
ondes se trouve par suite déviée. 

La lumière se meut plus lentement dans un milieu matériel 


(C) C’est ce que l’on obtient en écrivant r+m au lieu de r, c'est-à-dire 
en diminuant de ı km. 5 ce qu’il est convenu d'appeler la distance au 
Soleil ; ce changement de coordonnées simplifie le problème mais peut, 
bien entendu, ne créer aucune modification dans nos observations. Une 
fois trouvé le chemin suivi par la lumière dans le système de coordonnées 
choisi, nous avons à faire correspondre les résultats aux mesures expéri- 
mentales en utilisant la formule du ds? qui s’y rapporte. Cette correspon- 
dance finale des résultats mathématiques et expérimentaux est cependant 
relativement simple car elle porte sur des mesures faites dans un obser- 
vatoire terrestre où les écarts de y par rapport à l'unité sont négligeables. 


136 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 


que dans le vide, sa vitesse étant inversement proportionnelle 
à l'indice de réfraction du milieu. Le phénomène de la réfrac- 
tion est en réalité causé par un ralentissement du front de l’onde 
à son passage dans une région de vitesse moindre. Nous pou- 
vons donc reproduire exactement l'effet de la gravitation sur 
la lumière en imaginant l’espace entourant le Soleil rempli d'un 
milieu réfringent qui donne en chaque point une vitesse conyena- 


ble à la lumière. Pour lui donner la vitesse 1—2., son indice 
= 


s CPS 2m I . . 2m 
de réfraction doit être I———) Où approximativement 1--—>. 


A la surface du Soleil r—697.000 km., m=1,47 km., l'indice 
de réfraction doit donc être 1,000 004 24. À une hauteur au- 
dessus du Soleil égale à son rayon l'indice est 1,000 002 12. 
Tout problème relatif à des rayons lumineux passant près 
du Soleil peut être résolu par les méthodes de l'optique géomé- 
irique appliquées à ce milieu d'indice de réfraction équivalent. 
Il est aisé de montrer que la déviation totale du rayon lumineux 
passant à une distance r du centre du Soleil est (en radians) : 


4m 


r 


s 


tandis que cette déviation calculée d’après la méthode de New- 
ton serait : 


2m 


à de 
Pour un rayon rasant la surface du Soleil la valeur numérique 
de cette déviation serait : 
1,75 (théorie d'Einstein), 
0”,87 (théorie de Newton). 


CHAPITRE "VII 


LA LUMIÈRE PESANTE. 


Query 1. — Do not Bodies act upon Light at a distance, and by their 
action bend its Rays, and is not his action (caeteris paribus) strongest at 
the least distance ? (1). 

Newton, Optics. 


Nous en arrivons à la preuve expérimentale de l’action de la 
gravitation sur la lumière, que nous avons déduite théorique- 
ment dans le dernier chapitre. Ce n'est pas l'objet de ce livre 
d'entrer dans des détails d'expériences, et pour continuer ce 
que nous avons fait Jusqu'ici, nous devrions résumer en quel- 
ques lignes seulement les tselis des observations faites. Pour- 
tant c'est cette expérience qui a attiré l'attention publique sur la 
théorie de la relativité et il semble que le désir de la bien con- 
naître soit assez répandu. Aussi raconterons-nous avec quelque 
détail les expéditions qui furent faites pour observer l'éclipse. 
Cela nous reposera du reste des longues dissertations théoriques, 
et nous donnera un exemple des application importantes de la 
théorie aux observations pratiques. 

Nous ne devons pas perdre de vue qu'il y avait deux questions 
auxquelles il fallait répondre : d’abord, la lumière est-elle pesante 
(comme le pensait Newton) ou est-elle indifférente à la gravi- 
tation ? Ensuite, si elle a un poids, la grandeur de sa déviation 
est-elle conforme à la loi de Newton ou à celle d'Einstein ? 

On savait déjà que la lumière avait une masse, ou une inertie 
comme toutes les autres formes d'énergie électromagnétique, 


(1) Première question. — Les corps n'agissent-ils pas à distance sur la 
lumière ? Cette action ne dévie-t-elle pas ses rayons ? Et (caeteris paribus) 
n'est-elle pas d'autant plus forte que la distance est moindre ? 
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et c'est ce que confirmaient les phénomènes relatifs à la pres- 
sion de radiation. Il faut une certaine force pour arrêter un 
faisceau lumineux en plaçant un obstacle sur son passage ; un 
projecteur en action est soumis à une légère force de recul 
comme un canon tirant des projectiles matériels. La force, pré- 
dite par la théorie électromagnétique, est excessivement 
petite mais elle existe et des expériences délicates ont pu 
la mettre en évidence. Sans doute cette inertie de radiation 
a-t-elle une importance considérable dans les phénomènes cos- 
miques, et joue-t-elle un rôle capital dans l'équilibre des nébu- 
leuses les plus diffuses. C'est peut-être l'agent qui a découpé 
la matière cosmique en étoiles de masses grossièrement unifor- 
mes. Il est possible que la queue des comètes soit une preuve 
de la puissance impulsive de la lumière solaire qui chasse vers 
l'extérieur les particules les plus ténues ou les plus absorbantes. 

Il est aussi légitime de parler d'un poids de la lumière que du 
poids de n'importe quelle autre substance. La masse des quan- 
tités ordinaires de lumière est cependant extrêmement petite 
et J'ai déjà calculé qu'au prix modéré de o fr. 10 par kilowatt- 
heure, une Compagnie de Lumière Electrique devrait vendre sa 
lumière au taux de 2.500.000.000 fr. le kg. ! Et il tombe chaque 
jour sur la Terre 160 tonnes de lumière solaire ! 

Il n'est pas commode de se représenter comment une vibra- 
tion peut avoir de l’inertie et il est encore moins aisé de saisir 
ce que l'on entend par le poids d’une onde. Peut-être compren- 
drons-nous mieux si nous mettons le problème sous une forme 
moins abstraite. Imaginons un corps creux et supposons qu'un 
rayonnement calorifique ou lumineux traverse la cavité ; la 
masse du corps sera la somme des masses de la matière et de 
l'énergie rayonnante contenue dans la cavité ; les ondes lumi- 
neuses qu'il renferme augmenteront la force nécessaire pour 
le mettre en mouvement. Pesons-le maintenant avec une ba- 
lance ou un dynamomètre. Son poids sera-t-il également plus 
grand par suite de l'énergie rayonnante qu'il contient, ou bien 
ne sera-t-il que le poids de la matière seule ? Dans le premier 
cas, la lumière aura évidemment un poids propre et il n'est pas 
difficile de trouver les conséquences de cette propriété relatives 
à la marche d’un faisceau lumineux ayant toute liberté pour 
se propager, au lieu de rester prisonnier dans une cavité. 
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L'effet de la pesanteur sur les radiations contenues dans le 
corps creux sera de leur faire acquérir à chaque instant une 
quantité de mouvement dirigée vers le bas, proportionnelle à leur 
masse et qui se transmettra à la longue à la matière du corps. 
Pour une onde lumineuse libre dans l'espace, cette. quantité 
de mouvement supplémentaire vient s'ajouter à la quantité de 
mouvement primitive et la quantité résultante déterminera la 
direction du rayon ; celui-ci, par suite, s’infléchira. La théorie 
de Newton ne nous suggère rien sur la cause de cette déviation ; 
elle se contente de la prédire comme conséquence des principes 
généraux. La théorie d'Einstein nous en fournit au contraire 
une explication en établissant l'existence d’une variation de 
vitesse des ondes. 

On a toujours trouvé jusqu'ici que la masse et le poids étaient 
associés suivant une loi de stricte proportionnalité. Il existe une 
preuve extrêmement pore qui nous montre que cette 
proportionnalité ne se limite pas à la forme matérielle de l’éner- 
gie. L'uranium, en effet, contient une quantité considérable 
d'énergie re qu "il libère lentement. La masse de l’éner- 
gie doit être une fraction appréciable de la masse totale de la sub- 
stance. Or il a été prouvé par des expériences faites avec la balan- 
ce de torsion d'Eôtwôs que le rapport du poids à la masse pour 
Furanium est le même que pour toutes les autres substances ; 
l'énergie radio-active est donc pesante. Pourtant cette expérience 
ne fait intervenir que de l'énergie électro-magnétique liée et rien 
ne nous autorise à en déduire les propriétés de l'énergie lumi- 
neuse libre. 

Il est facile de voir qu'une expérience faite sur la Terre n’a 
actuellement aucune chance de réussir. Si la masse et le poids 
de la lumière sont dans le même rapport que pour la matière, 
un rayon lumineux sera courbé exactement comme la trajectoire 
d’une particule matérielle. Sur la Terre, une balle de fusil, 
comme toute autre chose d’ailleurs, tombe de 5 mètres dans 
la première seconde, 20 dans les deux premières, et ainsi de 
suite, par rapport à sa ligne de tir primitive ; le canon du fusil 
doit donc être dirigé au-dessus du but. La lumière devrait éga- 
lement tomber de 5 mètres dans la première seconde (+) ; mais 


(1) Ou 10 mètres suivant la théorie d'Einstein, la vitesse de chute 
croissant avec celle du mouvement. 
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comme pendant ce temps elle a parcouru 300.000 km. la dévia- 
tion est inappréciable. En fait tous nos parcours terrestres sont 
décrits si rapidement que c'est à peine si la gravitation a le 
temps d’avoir quelque effet. 


€ (OR En RE: RO Sir eV NN 
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Fig. 16 


Aussi transportons-nous le terrain de l'expérience dans le 
voisinage du Soleil. Nous y avons une action de la gravitation 
27 lois plus intense que sur la Terre ; et — ce qui est beaucoup 
plus important — les grandes dimensions du Soleil permettent 
de donner à la lumière une trajectoire bien plus longue dans la 
région où la gravitation peut avoir une influence notable. La 
déviation peut alors prendre une valeur de l'ordre de la seconde, 
ce qui, pour Fl'astronome, est une quantité très sensible. 

Sur la Fig. 16 la ligne EFQP représente un rayon lumineux 
provenant d'une étoile éloignée P, et qui aboutit à la Terre. La 
partie du rayon où celui-ci s’incurve le plus se trouve dans le 
voisinage immédiat du Soleil, tandis que les portions initiale 
PQ et finale FE sont pratiquement droites. Comme le faisceau 
lumineux entre dans l'œil ou dans le télescope de l'observateur 
suivant FE, c'est aussi dans cette direction que semblera se 
trouver l'étoile. Mais pour la Terre, sa direction vraie est QP 
orientation initiale du faisceau lumineux. L'étoile paraît donc 
déplacée de sa position véritable vers l'extérieur du Soleil d'un 
angle égal à la déviation totale de la lumière. 

Il faut remarquer que ceci n’est vrai que parce que l'étoile 
est si éloignée que sa direction vraie par rapport à la Terre E 
est confondue avec sa direction par rapport au point Q. Pour 
une source lumineuse faisant partie du système solaire le dépla- 
cement angulaire apparent de la source n'est plus du tout égal 
à la déviation des rayons lumineux. I! peut sembler assez curieux 
que l'attraction de la lumière par la masse solaire soit la cause 
d'un déplacement apparent de l'étoile, qui paraisse l'éloigner 
du Soleil ; mais c’est un fait dont on comprend aisément la 
raison. 
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Cette déviation de la lumière n'existe que pour les étoiles que 
l'on voit près du Soleil ; par suite, la seule chance que nous 
ayons de faire cette observation, c'est de profiter d'une éclipse 
totale, quand la Lune fait obstacle à l'éblouissante clarté. Même 
à ce moment-là, la couronne solaire émet une lumière assez 
intense qui s'étend sur une grande largeur tout autour du dis- 
que obscur de la Lune. Une première condition est donc qu'il 
y ait près du Soleil des étoiles brillantes qui ne soient pas étein- 
tes par la lueur coronale. De plus, les déplacemenis de ces étoi- 
les ne peuvent être mesurés que par rapport à d'autres astres, 
autant que possible plus éloignés du Soleil afin que leur dépla- 
cement soit moindre ; il nous faut donc un nombre raisonnable 
d'étoiles brillantes angulairement distantes du Soleil pour ser- 
vir de points de référence. 

Au temps où l'homme était en proie à la superstition, un phi- 
losophe étudiant la nature, avant d'entreprendre quelque expé- 
rience importante, aurait consulté un astrologue pour savoir 
si l'heure était favorable à ses projets. De nos jours, pour des 
raisons plus sérieuses, un astronome après avoir interrogé le 
ciel, ne manquerait pas de dire que le Jour de l'année le plus 
favorable pour peser ia lumière est à coup sûr le 29 Mai. La 
raison en est que le Soleil dans son voyage annuel sur l’éclipti- 
que traverse des champs stellaires plus ou moins riches et que 
le 29 Mai il est en plein milieu d'un amas tout-à-fait exception- 
nel d'étoiles brillantes — une partie de l'amas des Hyades — 
de beaucoup le champ stellaire le plus remarquable parmi tous 
ceux que rencontre le Soleil. D'autre part, si notre problème 
avait été posé à une autre époque de l’histoire, il aurait pu 
falloir attendre des milliers d'années avant qu une éclipse totale 
de Soleil se décidât à tomber au jour propice. Bonne fortune 
singulière, il advint une telle éclipse le 29 Mai 1919. Etant 
donné l’ordre curieux dans lequel les éclipses se succèdent, une 
occasion semblable se présentera de nouveau en 1938 ; nous 
sommes en plein dans le cycle le plus favorable. Nous ne vou- 
lons pas dire qu'il serait impossible de faire l'expérience pen- 
dant d’autres éclipses, mais fatalement le travail serait plus 
difficile. 

L'attention fut attirée sur cette opportunité remarquable par 
l « Astronomer Royal » en Mars 1917 ; des préparatifs pour 
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faire les observations furent entrepris par une commission de 
la « Royal Society » et par la « Royal Astronomical Society ». 
Deux missions devaient être envoyées en des endroits différents 
de la ligne de totalité de l’éclipse afin de diminuer les chances 
d'échec dues au mauvais temps. Le D” A.-C.-D. Crommelin 
et Mr. C. Davidson se rendraient à Sobral au nord du Brésil ; 
Mr. E.-T. Cottingham et l’auteur de cet Ouvrage à l'île du Prince 
dans le Golfe de Guinée. L'équipement scientifique des deux 
expéditions fut préparé à l'observatoire de Greenwich, par 
les soins de I « Astronomer Royal » ; c'est là que Mr. David- 
son opéra les réglages qui furent le facteur essentiel de la réussite 
de ces deux tentatives. 

Les deux expéditions s'étant faites dans des conditions quel- 
que peu différentes, il est assez difficile de les décrire ensemble. 
Nous allons d’abord voir ce qu'il advint aux observateurs de l’île 
du Prince. Ils avaient un télescope de 3 m. 45 de distance focale. 
Sur les photographies qu'ils obtenaient, 1 seconde d'arc (ce qui 
était à peu de chose près l'angle de déplacement le plus grand 


: : : ; 
à mesurer) correspondait à environ -— mm., quantité parfai- 
)0 


tement appréciable. L'ouverture de l'objectif était de 33 cm. 
mais on le diaphragmait à 20 cm. pour obtenir des images plus 
nettes. Il est nécessaire, même pour une pose de quelques secon- 
des à peine, de tenir compte du mouvement diurne des étoiles 
à travers le ciel et de donner au télescope le mouvement con- 
venable pour qu'il puisse les suivre. Mais, comme il est difficile 
d'exécuter un tel montage d'un long et lourd télescope pour une 
installation qui n’est que temporaire et dans une région lointaine 
du globe, le procédé habituel auquel on a recours pour le cas 
des éclipses consiste à immobiliser le télescope et à lui renvoyer 
le faisceau lumineux provenant des astres que l'on veut obser- 
ver, à l’aide d'un cœlostat — miroir plan assujetti à tourner 
autour d'un certain axe avec une vitesse convenable qui lui est 
communiquée par un mouvement d'horlogerie. Ce fut le pro- 
cédé qu'on utilisa dans les deux missions. 

Les observateurs avaient un peu plus d'un mois sur leur île 
pour faire leurs préparatifs. Le jour de l'éclipse le temps n'était 
pas favorable. Quand la phase de totalité débuta, le disque noir 
de la Lune avec son auréole lumineuse, n'était visible qu’à 
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travers un nuage, à peu près comme pendant ces nuits où l'on 
ne voit aucune étoile et où la Lune se montre voilée par les 
nuages. Il n'y avait rien d'autre à faire qu’à mettre à exécution le 
programme préparé et à espérer que tout se passerait pour le 
mieux. L'un des observateurs avait pour fonctions de changer les 
plaques photographiques et de les faire se succéder rapidement, 
pendant qu'un autre donnait les durées de pose nécessaires à 
l’aide d'un écran que l'on déplaçait en avant de l'objectif pour 
éviter toute secousse du télescope. 


For in and out, above, about, below 

'Tis nothing but a magic Shadow-show 

Played in a Box whose candle is the Sun 

Round which we Phantom Figures come and go (1). 


Notre « boîte d'ombres » prend toute notre attention. Il y a 
là-haut un spectacle féerique et, comme le montrèrent plus 
tard les photographies, la flamme splendide d’une protubérance 
gigantesque se balance à près de 50.000 lieues au-dessus de la 
surface solaire. Nous n'avions, hélas, pas le temps d’y jeter un 
coup d'œil ! Nous sommes tout juste conscients du demi-jour 
sinistre qui baigne le paysage et du silence de la nature rompu 
seulement par les appels des observateurs et les battements du 
métronome qui nous marquent les 302 secondes de la totalité. 

Seize photographies ont été obtenues dont les durées de pose 
variaient de 2 à 20 secondes. Les premières ne montrèrent 
aucune étoile mais la protubérance remarquable s’y trouvait des- 
sinée ; puis, sans doute, les nuages se dissipèrent un peu vers 
la fin de la totalité car quelques étoiles apparurent sur les 
dernières plaques. Sur la plupart des clichés c'était l'une ou 
l’autre des étoiles les plus importantes qui manquait, cachée 
par les nuages, et ces clichés ne pouvaient être d'aucune utilité ; 
mais il y en eut une où l'on voyait les images bien nettes de 
cinq étoiles qui convenaient parfaitement à la détermination 
cherchée. 


(1) Dedans et dehors, au-dessus, autour, au-dessous 
Ce n’est qu une pièce magique d'ombres chinoises 
Jouée dans une boîte où la chandelle est le Soleil 
Tt autour de laquelle, personnages fantômes, nous allons et venons. 
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Cette mesure fut faite sur le lieu-même de l'expérience quel- 
ques Jours après l’éclipse à l'aide d'une machine à diviser à vis 
micrométrique. Le problème était de déterminer de combien le 
champ de gravitation du Soleil écartait les positions apparentes 
des étoiles par rapport à à leurs positions normales connues d'après 
les photographies prises en l'absence du Soleil. Ces photogra- 
phies normales avaient été prises avec le même télescope au 
mois de Janvier, en Angleterre. Le cliché pris pendant l'éclipse 
et le cliché de comparaison étaient placés, les deux pellicules 
impressionnées l'une contre l’autre, sous la machine à diviser, 
de telle sorte que les images correspondantes de chaque étoile 
tombaient l’une à côté de l’autre (+) ; les petites distances qui 
les séparaient étaient mesurées selon deux directions rectangu- 
laires. De ces déterminations on pouvait déduire les déplace- 
ments relatifs des étoiles. Dans la comparaison des deux pla- 
ques, il fallait tenir compte de la réfraction, de l’aberration, 
de l'orientation de la plaque, etc... mais comme ce sont des 
facteurs qui interviennent également dans les déterminations 
de parallaxes pour lesquelles on exige une précision bien plus 
grande, je n'insisterai pas sur les méthodes de correction car 
elles sont bien connues des astronomes. 

Les résultats que lon put tirer de cette photographie don- 
nèrent un déplacement angulaire bien déterminé qui concordait 
d’une manière satisfaisante avec la théorie d'Einstein mais qui 
n'était pas conforme à la prédiction de Newton. Bien que les 
documents eussent été maigres en comparaison de ceux que l'on 
aurait pu espérer, l’auteur (qui, il faut bien l’admettre, n’était 
pas parfaitement impartial) pensa que c'était un résultat con- 
vaincant. 

Ce ne fut qu'une fois de retour en Angleterre que nous eûmes 
une confirmation des résultats trouvés. Quatre plaques non 
développées avaient été rapportées, car elles étaient d'une com- 
position qui n'aurait pas supporté un développement dans un 
climat chaud. L'une d'elles nous montra suffisamment d'étoiles 
pour rendre les mesures possibles et, venant ainsi confirmer les 


(1) C'était chose possible car, à l’ile du Prince, le champ stellaire était 
renversé par sa réflexion dans le miroir du cœlostat alors qu’en Angleterre 
la photographie était prise directement. 
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indications de la première plaque, elle donna pour résultat celui 
que prédisait Einstein. 

La bête noire des erreurs systématiques possibles intervient 
dans toutes les expériences de ce genre. Comment pouvez-vous 
savoir s'il n'y a pas dans votre appareil quelque cause que l'on 
puisse rendre responsable du déplacement apparent ? Votre ob- 
jectif a été secoué pendant le voyage ; vous avez introduit un 
miroir dans votre système optique ; peut-être les 30° de tempéra- 
ture qui séparent le climat équatorial de l'hiver en Angleterre 
sont-ils la cause de quelque erreur ? Pour nous mettre à l'abri 
de ces critiques, nous avions photographié de nuit un champ 
stellaire différent du champ étudié pendant l’éclipse mais ayant 
la même altitude que celui-ci, à l'île du Prince et en Angleterre. 
Si la déviation avait tenu réellement à l'instrument, les étoiles, 
sur ces plaques, auraient montré des déplacements relatifs sem- 
blables à ceux que présentaient les photographies prises pen- 
dant l’éclipse. Mais les mesures faites sur ces plaques de con- 
trôle ne révélèrent aucun déplacement appréciable. Cela semble 
donc établir d'une manière satisfaisante que le déplacement 
observé pendant l’éclipse est bien dû à l’action du Soleil et non 
à des différences dans les conditions expérimentales des observa- 
tions faites à l’île du Prince et en Angleterre. En réalité il reste 
encore une porte de sortie ; c'est cette différence qui provient 
de ce fait que les plaques de contrôle furent prises la nuit dans 
l'île du Prince tandis que les photographies de l'éclipse furent 
prises de jour, ou plutôt dans le demi-jour de l'éclipse. Une 
telle objection paraît ne pas devoir tenir car la température à 
l'île du Prince ne varie pas de plus de 1° du jour à la nuit. 

Ainsi, le problème semblait résolu et ne presque plus laisser 
de prise au doute ; c'était donc avec confiance que nous atten- 
dions le retour de la mission du Brésil. Cette expédition avait 
eu un temps superbe et avait réuni sur ses plaques des éléments 
d'information bien plus importants que les nôtres. Ses membres 
étaient restés deux mois après léclipse pour photographier la 
même région du ciel avant l'aurore, quand elle fut débarrassée 
de la présence du Soleil, afin de pouvoir comparer des photo- 
graphies prises exactement dans les mêmes conditions. Un 
groupe de clichés fut obtenu avec un télescope semblable à 


10 
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celui que nous avions utilisé à l’île du Prince. La mission avait 
en plus un télescope plus long, de 10 cm. d'ouverture et de 
5 m. 8o de distance focale (1). On eut une désillusion avec 
les photographies fournies par le premier instrument. Bien qu'il 
y eût toutes les étoiles que l’on comptait trouver (environ 12) 
et que l’on eût pris de nombreux clichés, les images se trouvè- 
rent gâtées, sans doute par suite de la déformation du miroir 
du cœlostat sous l'effet de la chaleur solaire qui le frappait. Les 
observateurs étaient pessimistes quant à la valeur de leurs pho- 
tographies ; mais, à leur retour en Angleterre, ce furent ces 
photographies que lon étudia les premières et les résultats de 
cette étude, qui venaient après ceux de l’île du Prince causèrent 
une surprise générale. Les mesures, avec un accord trop parfait, 
révélèrent une « déviation moitié », c’est-à-dire la valeur newto- 
mienne qui est la moitié de la valeur einsteinienne. Il semblait 
difficile qu'on pût opposer les pauvres éléments qu'avait fournis 
l'île du Prince à la riche moisson de données qu’on avait tirée du 
ciel sans nuages de Sobral. TI est vrai que les images de Sobral 
avaient une tare qui les condamnait, mais cette tare ne parais- 
sait pas suffisante pour infirmer les témoignages qu elles appor- 
taient ; de plus les images de l'île du Prince avaient contre elles 
qu'elles n'étaient pas d'une netteté irréprochable et qu'elles 
étaient affaiblies par la présence des nuages. Pourtant ces der- 
nières présentaient des avantages que l’on sut mieux apprécier 
plus tard. Leur point fort, c'était la garantie qu’apportaient les 
photographies du champ stellaire de contrôle contre l'erreur 
systématique ; à Sobral, de telles photographies de contrôle 
n'avaient pas été faites ; et, puisqu'il était évident que la discor- 
dance des deux résultats dépendait d'une erreur systématique et 
non de la plus ou moins grande richesse des matériaux, ceci fit 
donner sans contestation la préférence aux résultats de l'île du 
Prince. En outre, les rayons solaires n'avaient pas pu, à l’île 
du Prince, avoir d'effets fâcheux sur le miroir du cœlostat, pour 
la bonne raison que le Soleil, trop timide, s'était retiré derrière 


€) Voir la photographie en tête du Livre. On y voit les deux télescopes 
et les parties postérieures des deux cœlostats qui servaient à renvoyer dans 
les télescopes les faisceaux lumineux provenant du ciel. Le mouvement 
d'horlogerie entraînant le plus grand des deux miroirs, est visible sur son 
piédestal, à la gauche de la gravure. 
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le rideau de nuages. Un autre avantage des clichés de contrôle 
de l'île, c'est qu'ils permirent une détermination indépendante 
de la différence des grossissements du télescope dans son emploi 
en Angleterre et pendant l'éclipse. Pour les photographies de 
Sobral, cette différence des grossissements avait été éliminée par 
la méthode de réduction mais il s’ensuivait que la valeur des 
résultats dépendait de la mesure d'un déplacement relatif beau- 
coup plus petit. 

Il restait une série de sept plaques prises à Sobral avec l’objec- 
tif de 10 cm. ; leur étude avait été retardée par suite d’une 
modificalion qu'on dut apporter à la vis micrométrique qui 
devait les supporter, modification nécessitée par leur grandeur 
exceptionnelle. Dès l'étude de la première d’entre elles, il parut 
indubitable que c'était cette série de photographies qui devait 
fournir le résuliat décisif ; les images étaient, en eflet, presque 
idéales, et le grossissement était 2e Ode DE que pour les 
autres clichés. L'emploi de cet instrument dut présenter de très 
grosses difficultés — longueur encombrante et peu maniable 
du télescope ; lenteur plus grande de l'objectif exigeant des 
durées d'exposition plus longues et une régularité parfaite dans 
le mouvement d'horlogerie entraînant le miroir ; un foyer rendu 
plus sensible aux perturbations par la valeur élevée du grossis- 
sement — mais les observateurs obtinrent un succès complet et 
lá perfection des négatifs dépassa tout ce qu'on aurait pu espérer. 

Ces plaques fn étudiées et donnèrent un verdict final 
confirmant définitivement la valeur de la déviation prédite par 
Einstein, en parfait accord avec les résultats obtenus à l’île du 
Prince. 

La théorie d'Einstein prévoyait, rappelons-le, un déplace- 
ment angulaire de 1”’,74 au bord du Soleil (+), cette valeur 
diminuant en raison inverse de la distance du faisceau lumi- 
neux considéré, au centre du Soleil. La valeur de Newton, moitié 
de la précédente est 0”’,87. Les résultats obtenus en fin de 
compte (après réduction au bord du Soleil) à Sobral et à l'île 
du Prince étaient, avec leur erreur probable accidentelle 


Sobral : 1,98 + 0”,12 ; 
Ile du Prince : 1,61 + 0”,30. 
(1) La déviation lumineuse prévue de l'infini à linfini était légèrement 


` 


supérieure à 1”’749, celle de l'infini à la Terre légèrement inférieure. 
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On a l'habitude de tolérer une marge de sécurité d'environ 
deux fois l'erreur probable de part et d'autre de la moyenne. 
Par suite, le témoignage apporté par les clichés de l'île du Prince 
est presque suffisant pour permettre de rejeter la possibilité 
de la « déviation moitié » et c'est avec ce degré de certitude 
pratique que les photographies de Sobral l'excluent entièrement. 
Les données obtenues à l’île du Prince ont une valeur qui ne peut 
être estimée à plus du dixième de celle des observations faites à 
Sobral ; néanmoins elles contribuent à rendre moins aisées les 
critiques adressées à cette confirmation de la théorie d'Einstein 
puisque ces deux groupes d'éléments furent obtenus indépen- 
damment, avec des instruments différents, en des lieux différents, 
et avec des contrôles de natures différentes. 


Déplacements 


Distances 90? 60° 50° 4o 30° 25° 
Fig. 17. 


La garantie la plus sûre des résultats obtenus avec l'objectif 
de 10 cm. à Sobral, c'est l'accord frappant que présentèrent 
entre elles les mesures faites sur différentes étoiles. La déviation 
théorique devait varier en raison inverse de la distance au cen- 
tre du Soleil ; si donc nous portons en ordonnée le déplacement 
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radial moyen de chacune des étoiles et en abcisse l'inverse de 
la distance normale de chacune d'elles au centre du Soleil, nous 
aurons des points qui devront se trouver sur une ligne droite. 
C'est ce que montre la Fig. 17,où la ligne en traits discontinus 
traduit la prédiction théorique d'Einstein ; les écarts des diffé- 
rents points à cette ligne représentent les erreurs accidentelles de 
détermination. Une ligne ayant une inclinaison deux fois moin- 
dre sur l’axe des abcisses et correspondant à la demi-déviation 
de Newton serait évidemment inadmissible. 


Fig. 18. 


De plus, les valeurs de la déviation avaient été déduites des 
mesures de l'ascension droite et de celles de la déclinaison, 
déductions faites indépendamment l’une de l’autre ; et ces deux 
groupes de valeurs concordaient étroitement. 
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Un diagramme donnant les positions relatives des étoiles est 
représenté par la Fig. 18. 

Le carré figure les bords des plaques utilisées à l'île du Prince, 
et le rectangle oblique, les bords de celles obtenues à Sobral avec 
l'objectif de 10 cm. Le centre du Soleil se déplaçait de S en P 
pendant la durée de 2 h. 1/4 qui séparait les deux phases de 
totalité aux deux stations. Le Soleil est représenté sur le dia- 
gramme pour un instant situé à peu près au milieu de cette 
durée. Les étoiles qui furent étudiées sur les plaques de l’île du 
Prince sont numérotées 3, 4, 5, 6, 10, 11 ; celles de Sobral, 11, 
10, 6, 5, 4, 2, 3 (dans l'ordre des points de la Fig. 17 pris de la 
gauche vers la droite). Aucune d'elles ne descendait au-dessous 
de la sixième grandeur ; la plus brillante, x} du Taureau (n° 4), 
était de quatrième grandeur et demie. 

L’objection suivante a été faite : les observations établissent 
bien une déviation de la lumière, au moment de son passage 
près du Soleil, égale à celle prédite par Einstein, mais il n'est 
pas évident que cette déviation doive nécessairement être attri- 
buée au champ de gravitation du Soleil. On a même suggéré cette 
hypothèse qu'elle était, non pas un effet de l’action du Soleil 
considéré en tant que corps massif, mais une conséquence acci- 
dentelle du fait que cet astre pouvait être entouré par une sorte 
d’atmosphère jouissant des propriétés d'un milieu réfringent. 
Ce serait une coïncidence bien étrange que cette atmosphère 
imitât quantitativement la loi théorique au point de se confor- 
mer exactement à la Fig. 17 ; il semble donc qu'on ait été cher- 
cher bien loin cette suggestion. Nous pouvons cependant réfuter 
cette objection d'une manière plus directe. Nous avons déjà mon- 
tré que l'effet de la gravitation sur la lumière est équivalent à 
celui que produirait un milieu réfringent entourant le Soleil et 
nous avons trouvé la loi de variation de son indice de réfraction. 
A une hauteur de 640.000 km. au-dessus de la surface solaire 
l'indice de réfraction devrait être de 1,0000021, ce qui corres- 
pond à de l'air à une pression de 1/140 atm., de l'hydrogène à 
1/70 atm., de l’hélium à 1/20 atm. Il semble évident qu'il ne 
puisse y avoir de la matière avec cet ordre de densité à une 
pareille distance du Soleil. La pression sur la surface solaire 
d’une telle couche de matière serait de l’ordre de 10.000 atm. 
et l'étude spectroscopique du Soleil rejette absolument la pré- 
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sence d'une telle pression. Viendraït-on à affirmer que cette 
masse pourrait par exemple se trouver soutenue par des forces 
électriques, nous n’aurions qu’à recourir à un argument encore 
plus puissant que le précédent et tiré du phénomène de l’absorp- 
tion. La lumière provenant des étoiles photographiées pendant 
l'éclipse aurait dû traverser une couche de matière de cet ordre 
de densité et d'une épaisseur de plus de 1 million de kilomètres 
— ou plutôt l'équivalent de 16.000 km. d'air à la pression 
atmosphérique normale. Nous savons à nos de quels sont 
les effets d'absorption de l'atmosphère terrestre qui elle, pour- 
tant, n’est équivalente qu'à une couche d'air homogène de 
8 km. d'épaisseur. Or, les étoiles étudiées pendant l'éclipse 
apparurent sur les photographies avec leur éclat normal. Si notre 
critique irréductible vient à soutenir que la matière entourant 
le Soleil pourrait bien être constituée par quelque nouvel élé- 
ment ayant des propriétés absolument différentes de celles des 
corps que nous connaissons, nous pourrons lui répondre que le 
mécanisme de la réfraction et de l'absorption n'a pourtant pas 
changé, et qu'il y a une limite à la possibilité d’une réfraction 
sans une absorption appréciable. En fin de compte, il faudrait 
s'arranger de façon que la densité décroisse en raison inverse de 
la distance au centre du Soleil afin d'obtenir la loi précédente 
pour la variation de l'indice de réfraction. 

Il y a eu des comètes qui se sont approchées du Soleil à une 
distance moindre que celle ici considérée. Si elles avaient eu à 
traverser une atmosphère ayant la densité nécessaire pour rendre 
compte de la déviation lumineuse, la résistance qu'elles auraient 
rencontrée aurait été énorme. Le D” Crommelin a montré que 
l'étude de ces comètes permet de fixer une limite supérieure à 
la densité de cette sorte d’atmosphère et cette limite supérieure 
rend absolument négligeable l'effet de réfraction. 

Ceux qui considèrent la loi d'Einstein comme la conséquence 
naturelle d'une théorie fondée sur un minimum d’hypothèses 
trouveront une certaine satisfaction à voir que cette prédiction 
remarquable a été confirmée quantitativement par une observa- 
tion qu'aucune cause imprévue ne vint faire échouer. 


CHAPITRE VII 


AUTRES PREUVES DE LA THÉORIE. 


The words of Mercury are harsh after the songs of Apollo, (1) 


SHAKESPEARE (Love’s Labours Lost). 


Nous avons vu les avantages que présente le mouvement 
rapide des ondes lumineuses en tant que moyen d'étude des 
propriétés non euclidiennes de l’espace. Mais nous nous souve- 
nons tous de la vieille fable du lièvre et de la tortue. Les pla- 
nètes au mouvement paisible ont des qualités que nous ne devons 
pas dédaigner. L'onde lumineuse explore une région en quelques 
minutes puis fait le rapport de ce qu'elle a vu ; la planète, au 
contraire, suit péniblement sa route pendant des siècles et des 
siècles, revenant toujours dans les mêmes régions ; mais à cha- 
que tour nouveau elle nous fait connaître un peu mieux les pro- 
priétés de l'espace et accroît peu à peu notre science. 

La loi de Newton nous apprend qu'une planète se meut autour 
du Soleil en décrivant une ellipse ; si aucune autre planète ne 
vient apporter de perturbations, cette ellipse est immuable. 
D’après la loi d'Einstein, la trajectoire, très près d'être une 
ellipse, est une courbe qui ne se ferme pas tout à fait ; à chaque 
révolution nouvelle tout se passe comme si la trajectoire se 
déplaçait légèrement dans le sens du mouvement de la planète. 
L'orbite est en quelque sorte une ellipse qui tournerait lente- 
ment (?). 

D'une manière plus précise, la loi d'Einstein nous prédit 
qu'à chaque révolution l'orbite de la planète doit tourner d’une 


(*) Le langage de Mercure est rude après le chant d'Apollon. 
(2) Appendice. Note 9. 
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à 


fraction de tour égale à = v étant la vitesse de la planète et 


10.000 
de celle de la lumière, le point de son orbite le plus rapproché 
du Soleil (périhélie) doit donc chaque année se déplacer de 
3 

“100.000.000 
à mettre pareil déplacement en évidence, mais rien ne nous 
empêche de laisser ces rotations annuelles s’accumuler pendant 
plus d'un siècle. La rotation totale serait alors observable s’il 
n'y avait ce fait que l'orbite terrestre, presque rigoureusement 
circulaire, n'a pas de sommets bien définis et que nous ne pou- 
vons dire avec une précision suffisante quelle est son orientation 
et comment se déplacent ses axes. Il est préférable d'étudier 
une planète dont la vitesse soit plus grande ; l'effet de rotation 
de l'orbite se trouve accru non seulement par suite de l'acrois- 
sement de v?, mais aussi parce que les révolutions sont plus 
fréquentes ; pourtant ce qui importe peut-être le plus c'est 
que l'orbite planétaire soit franchement elliptique pour faciliter 
l'observation du mouvement de ses sommets. Or ces deux con- 
ditions se trouvent remplies dans le cas de Mercure. C'est la 
plus rapide des planètes solaires et son orbite tourne de 43” par 
siècle dans le sens où elle se trouve décrite ; c'est de plus celle 
des planètes dont l'excentricité est de beaucoup la plus forte. 


C celle de la lumière. La Terre ayant une vitesse égale à 


de tour, c'est-à-dire de 0°”,038. Inutile de songer 


Depuis longtemps on avait remarqué, sans pouvoir l'expli- 
quer, une rotation de l'orbite de Mercure. Elle avait attiré l'at- 
tention de Le Verrier ; ce grand astronome avait prédit lexis- 
tence de Neptune d'après les perturbations qu'il avait observées 
dans le mouvement d'Uranus et il pensait que le mouvement 
anormal de Mercure devait être dû à une planète intra-mer- 
curielle que par anticipation on avait appelée Vulcain. Mais, 
bien que les astronomes du monde entier eussent à maintes 
reprises épié l'apparition de l'astre nouveau, Vulcain ne se 
montra jamais. Voici à quel point en était arrivée la question 
quand Einstein découvrit sa loi de gravitation. La rotation 
séculaire et réellement observée de l'orbite de Mercure était de 
574” ; le calcul montrait que les perturbations apportées par 
toutes w autres planètes connues causaient une rotation totale 
de 532” par siècle. Restait à expliquer cette différence de 42” 
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On pouvait à peine compter sur la seconde dans l'évaluation de 
cette quantité, néanmoins sa valeur dépassait environ trente 
fois l'erreur accidentelle probable. 

Cette grosse différence laissée inexpliquée par la loi de gravi- 
tation de Newton confirme exactement la théorie d'Einstein 
qui prédit une rotation séculaire de 43”. 

La déduction de cette prédiction à partir de la loi d'Einstein 
ne peut être suivie qu'au moyen de l'analyse mathématique ; 
nous pouvons cependant remarquer que tout écart si léger soit-il 
à la loi de l'inverse du carré de la distance est de nature à 
causer un déplacement direct ou rétrograde des sommets d'une 
orbite planétaire. Qu'une planète dont la trajectoire n’est pas 
une circonférence, se meuve de manière à osciller entre deux 
cercles ayant pour centre le Soleil, voilà qui semble assez natu- 
rel ; on aurait peine à concevoir comment elle pourrait faire 
autrement à moins qu'elle n'ait une vitesse suffisante pour 
quitter définitivement le système solaire. Seulement, le temps 
mis par la planète pour osciller d'un cercle à l'autre ne sera 
pas en général la moitié du temps mis à tourner autour du Soleil. 
Ce n'est que dans le cas très particulier de la loi de l'inverse du 
carré de la distance que cette circonstance se produit de sorte 
que l'orbite se ferme et qu'au bout d’une révolution la planète 
se retrouve au même point. Je ne pense pas qu'on ait jamais 
donné une « explication simple » de cette propriété de la loi 
de l'inverse du carré de la distance, et je crois qu'il est bon de 
rappeler à ceux qui se plaignent des difficultés qu'ils ont à 
bien saisir la prédiction d Einstein au sujet de l'avance du 
périhélie, que leur embarras réel provient de ce qu'ils n'ont 
pas encore réussi à rendre ce résultat abstrait de la théorie de 
Newton assez clair pour le faire comprendre à des gens qui n'y 
sont pas initiés. Les légères modifications qu'introduit la loi de 
gravitation d'Einstein viennent déranger cette harmonieuse com- 
binaison de sorte que l’oscillation complète entre les deux cer- 
cles extrêmes est un peu plus longue que la durée d'une révo- 
lution. Du reste Newton lui-même a donné un exemple simple 
de cette conséquence d’un léger écart à la loi de l'inverse du 
carré de la distance. 

JI a été reconnu qu'une variation de la masse avec la vitesse 
pouvait être la cause d’une avance du périhélie, mais la signi- 
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fication ambiguë de la loi de gravitation de Newton rendit la 
discussion peu convaincante. Il en résultait de plus un effet 
trop petit pour rendre compte du mouvement du périhélie de 


G . . 1 v? 
Mercure, l'avance que donnait cette théorie étant de zg °" 


tout au plus de ee Seule la théorie d'Einstein donna comme 


3p2 


résultat la valeur exacte + 


Lodge a pensé que l'on pouvait en partant de cette hypothèse 
de la variation de la masse avec la vitesse donner une explica- 
tion complète du mouvement de l'orbite de Mercure si l'on tenait 
compte en même temps d'un mouvement absolu du Soleil à tra- 
vers l'éther, inconnu il est vrai, mais qui tantôt viendrait s'ajou- 
ter au mouvement de la planète sur son orbite et tantôt viendrait 
s’en retrancher. D'une discussion entre ce savant et l'auteur de 
ce Livre, il ressortit clairement que si le mouvement absolu 
suffisait à expliquer l'avance du périhélie de Mercure, il devait 
également donner des effets observables sur les mouvements de 
Vénus et de la Terre ; or ces effets n'existent pas. On en peut 
conclure l'alternative suivante : ou bien le mouvement du Soleil 
à travers l'éther est d’un ordre de petitesse tout à fait improba- 
ble, ou bien la loi de gravitation satisfait à la condition de 
relativité, au sens du principe restreint (page 26) et fait dispa- 
raître toute influence d’un mouvement d'entraînement uniforme 
sur les effets de l'accroissement de la masse avec la vitesse. 


Il est malheureusement impossible d'attendre de l'étude des 
autres planètes une confirmation de la loi de gravitation d’Eins- 
tein. Pour Vénus et la Terre, les orbites sont trop près d'être 
circulaires pour permettre l'observation d’un mouvement de 
leurs sommets. Nous arrivons donc à Mars dont l'orbite a une 
excentricité raisonnable mais dont la vitesse est si faible que 
l'avance calculée n'est que de 1°,3 par siècle. Les nombres 
admis aujourd’hui indiquent une avance observée (qui s'ajoute 
à l'avance provenant des actions perturbatrices connues) de 5” 
par siècle ; la correction d'Einstein améliore donc un peu l'ac- 
cord entre l'observation et la théorie ; cependant, comme les 
erreurs inévitables d'observation empêchent d'affirmer l'exacti- 
tude rigoureuse de cette valeur 5”, cette amélioration n'a pas 
grande importance. Le résultat essentiel, c'est que la théorie 
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d'Einstein a fait rentrer Mercure dans le rang sans modifier 
le bon ordre que présentaient déjà les autres planètes. 

Nous avons mis à l'épreuve la loi de gravitation d'Einstein 
dans le cas des mouvements rapides (lumière) et dans celui des 
mouvements de vitesse modérée (Mercure). Pour les mouve- 
ments extrêmement lents, celte loi se réduit à la loi de Newton, et 
l'accord de cette dernière loi avec l'observation peut être regardé 
comme une confirmation de la loi d'Einstein. Ces différentes 
preuves paraissent d’un caractère suffisamment convaincant pour 
nous donner le droit de considérer cette loi comme solidement 
établie et de l'énoncer sous la force suivante 

Toute particule matérielle ou toute perturbation lumineuse 
se meut d'un point à un autre de l'espace-temps de manière 
à rendre maximum la quantité s mesurée le long de sa ligne 
d'Univers entre ces deux points, l'élément ds étant donné par 
l'expression : 


d? — —— dr — rdt- (: — a) de. 
e 2m 


= 
La précision expérimentale est suffisante pour permettre de 


vérifier l'exactitude des coefficients jusqu'à l'ordre de — dans le 


coefficient de dr? et de ee dans le coefficient de de G): 


Sous cette forme la loi apparaît comme solidement fondée 
sur l'expérience et c'est à peine si une révision, ou même l’aban- 
don complet des idées d'Einstein pourraient la remettre en 
question. 

Ces preuves expérimentales que l’espace, dans le champ gravi- 
tationnel du Soleil, est non euclidien ou courbe ont semblé para- 
doxales et déconcertantes à ceux qui ne s'étaient pas familia- 
risés avec la théorie. Elles nous montrent clairement que les 
objets physiques ou leurs trajectoires se trouvent « gauchis » 
dans le champ solaire ; mais en résulte-t-il nécessairement que 
l'espace contenant ces objets est lui-même gauchi. Nous répon- 
drons qu'il n'est pas possible de tracer une distinction entre 
le gauchissement d'un espace physique et celui des êtres physi- 
ques qui définissent cet espace. Si nous nous proposions sim- 


(1) Appendice. Note 10. 
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plement d'attirer l'attention sur ces caractères du champ de gra- 
vitation à titre de curiosités, il serait bien préférable sans aucun 
doute d'éviter l'emploi de mots susceptibles de se trouver mal 
interprétés. Si au contraire, c’est à une représentation complète 
des propriétés du champ de gravitation que nous voulons parve- 
nir, nous ne pouvons pas renoncer à un vocabulaire adéquat 
pour la simple raison que certaines personnes tiennent à donner 
aux mols une signification métaphysique bien évidemment 
étrangère à la discussion. 

Nous en arrivons maintenant à un autre genre de preuve. 
L'énoncé précédent de la loi de gravitation fait. intervenir une 
quantité s qui, dans les limites de cet énoncé, n'est qu'un inter- 
médiaire mathématique ; mais, dans le cours de notre théorie 
nous avons identifié s avec la longueur-intervalle, mesurable au 
moyen de règles divisées et d'horloges ; il est par suite désirable 
de chercher si cette identification peut être confirmée expérimen- 
talement — si la géométrie des règles divisées et des horloges 
est la même que la géométrie des particules matérielles mobiles 
et des perturbations lumineuses. 

La question s'est posée de savoir si nous pouvions diviser la 
théorie actuelle en deux parties. N’est-il pas possible de regar- 
der la loi de gravitation telle qu'elle est énoncée sous la forme 
précédente comme un fait indépendant prouvé par l'observation, 
en laissant résolument de côté la question de savoir si s peut ou 
non être identifié avec la longueur-intervalle ? Cette division 
est motivée par le désir que nous avons de consolider nos gains 
en leur enlevant tout caractère de spéculation théorique ; mais 
peut-être l’est-elle aussi parce que nous voulons nous ménager 
une porte de sortie afin de pouvoir, le cas échéant, conserver 
à la géométrie des règles graduées et des horloges — c'est-à- 
dire à l’espace et au temps de notre perception ordinaire — son 
caractère euclidien. Si nous refusons à s toute parenté avec la 
longueur-intervalle, il est inutile de lui donner la signification 
d'une longueur ; on peut le regarder comme une quantité 
dynamique analogue à l'Action, et la nouvelle loi de gravitation 
peut être exprimée selon le modèle traditionnel sans qu'il soit 
nécessaire d’aller chercher des théories plus ou moins bizarres 
de l’espace et du temps. Ainsi interprétée, la loi perd peut-être 
son caractère de nécessité théorique, mais elle reste fermement 
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établie sur l'observation. Malheureusement, il est impossible de 
faire une division nette de la théorie comme nous l'avons sup- 
posé. Si nous n'avons pas recours à quelque interprétation géo- 
métrique de s nos conclusions sur les trajectoires des planètes 
et des ondes lumineuses ne peuvent être liées aux mesures astro- 
nomiques qui servent à les vérifier. On ne peut expérimenter 
directement sur la ligne d’'Univers d’une onde lumineuse, définie 
au moyen des coordonnées r, 0, t; les coordonnées ne jouent 
qu'un rôle d'intermédiaire ; aussi, la mesure du déplacement 
de l'étoile d'après son image photographique implique- -t-elle un 
retour des coordonnées à la quantité s qui apparaît ici avec la 
signification d’un intervalle dans la géométrie des horloges et 
règles rigides. 

Ainsi, même du point de vue expérimental, une correspon- 
dance au moins grossière de la quantités que l'on rencontre dans 
la loi de gravitation, avec l'intervalle de la géométrie des horlo- 
ges et règles graduées, est un fait essentiel. Nous avons mainte- 
nant à examiner si l’ note de cette correspondance peut être 
vérifiée expérimentalement. 

Ce paraît être une hypothèse raisonnable de supposer que 
l'atome vibrant est un type d'horloge idéal. Le début et la fin, 
d'une vibration simple constituent deux événements et linter- 
valle ds qui les sépare est une quantité absolue indépendante 
du genre de système de coordonnées adopté. Cet intervalle doit 
être déterminé par la nature de l'atome ; des atomes absolu- 
ment semblables auront donc des vibrations qui mesureront des 
valeurs égales de l'intervalle absolu ds. Choisissons le système 
de coordonnées habituel (r, 6, #) pour le système solaire, de 
sorte que : 


ds? =—y ~ tdr —r? do? + ydi. 


Considérons un atome en repos momentané en un point quel- 
conque du système solaire 4 nous disons momentané, car cet 
atome est soumis à l'accélération que lui communique le champ 
de gravitation au point où il se trouve. Soit ds l'intervalle cor- 
respondant à une vibration ; comme l'atome n’a pas bougé les 


valeurs correspondantes de dr et de dû sont nulles et l’on a : 


ds? = ydt?. 
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La durée d’une vibration dt est donc égale à = fois linter- 
valle ds de cette vibration. à 

Si nous considérons deux atomes semblables en deux points 
différents du système solaire, l'intervalle de vibration doit être 
le même pour les deux ; or la durée d’une vibration est propor- 
tionnelle à la racine carrée de l'inverse de la quantité y qui n'est 
pas la même pour les deux atomes. Comme : 


2m 
Ve) 
J m. m . . 
T =1 +7 très approximativement. 

Prenons un atome sur la surface du Soleil, un autre absolu- 
ment semblable dans un de nos laboratoires terrestres. Pour le 
premier, 1 +T= 1,000 002 12 et pour le deuxième 1 +2 est 
pratiquement égal à l'unité. La durée de vibration de l'atome 
solaire est ainsi plus longue dans le rapport de 1,000 002 12 
à l'unité et il se pourrait que l’on puisse par une méthode spec- 
troscopique vérifier expérimentalement ce point. 

Il y a un point sur lequel nous devons insister, L'examen 
spectroscopique se fera dans le laboratoire terrestre ; notre 
épreuve portera non pas directement sur la période d’un atome 
solaire, mais sur celle qu'auront à leur arrivée sur terre les ondes 
qu'il aura émises. Ces ondes transmettront-elles sans la moin- 
dre modification la période primitive P Evidemment oui. Le 


premier et le deuxième ébranlements lumineux ont à parcourir 

. . . . r 
la même distance r et ce trajet se fait avec la même vitesse -y 5 
la vitesse de la lumière dans le système de coordonnées utilisé 
2m 


est en effet 1— —— et si cette vitesse dépend de r, elle ne 


dépend pas du tout de t. La différence dt qui sépare les deux 
ondes à leur départ du Soleil, les séparera donc encore à leur 
arrivée sur terre (1). 


Œ) L’intervalle de vibration ds varie constamment le long du chemin 
suivi par l’onde allant du Soleil à la Terre ; du point de vue absolu, la diffé- 
rence qui sépare la lumière émise par une source solaire de celle qui nous 
vient d’une source terrestre, a pour cause une modification subie par la 
lumière solaire au cours de son voyage à travers l’espace-temps non-eucli- 
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Ainsi dans le laboratoire, la lumière émise par une source 
solaire aurait une période et une longueur d'onde plus grande 
(autrement dit elle serait plus rouge) que la source terrestre 
identique. Dans le bleu de longueur d'onde 4.000 À, les raies 
solaires se trouveraient déplacées de 4.000 x 0.000 002 12 
=0.008 À vers l'extrémité rouge du spectre. 

Les propriétés d’un champ de force gravitationnel sont sem- 
blables à celles d’un champ de force centrifuge ; cela peut donc 
présenter un certain intérêt de voir comment sont déplacées les 
raies spectrales d'un atome situé dans un champ de force cen- 
trifuge. Imaginons que, pendant que nous tournons avec la 
Terre, nous observions un atome extrêmement éloigné, momen- 
tanément au repos par rapport à nos axes tournants. C'est là 
un cas exactement équivalent à celui de l'atome solaire ; 
dans les deux cas l'atome est au repos par rapport au système 
de coordonnées ; la seule différence c'est que l’un est au repos 
dans un champ de gravitation et l’autre dans un champ de 
force centrifuge. La direction de la force dans les deux cas est 
la même — de la Terre vers l'atome observé. L'’atome du 
champ de force centrifuge doit donc aussi vibrer plus lentement 
et présenter un déplacement vers le rouge de ses raies spectra- 
les. Il en sera ainsi pourvu que la théorie donnée jusqu'ici soit 
exacte. Nous pouvons supprimer la force centrifuge en choisis- 
sant des axes qui ne tournent pas. Or notre atome éloigné était 
au repos par rapport aux axes en rotation ; autrement dit, il 
vibrait tout en se mouvant avec eux. Par rapport à l'observateur 
lié aux axes fixes, l'atome a donc une vitesse élevée et d’après 
le Chapitre {, ses vibrations deviennent plus lentes, exactement 
comme se trouvait ralentie la montre de l'aviateur. Le dépla- 
cement des raies spectrales dû au champ de force centrifuge 
n'est donc qu'un aspect nouveau d’un phénomène que nous 
avons déjà rencontré. 

Le déplacement prévu des raies spectrales solaires par rap- 


FT 
dien qui se trouve entre le Soleil et la Terre. La quantité dt qui diffère 
pour la lumière solaire et la lumière terrestre n’est qu'un intermédiaire 
mathématique relatif au système de coordonnées que nous avons plus spé- 
cialement adopté ; le fait que cette quantité reste constante au cours de la 
propagation lumineuse est une propriété inhérente à ce système de coordon- 
nées plutôt qu'à la lumière ou à l’espace-temps. 
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port aux lignes terrestres correspondantes a été recherché avec 
soin mais il ne s'est pas révélé de manière certaine. 

Pour pouvoir apprécier l'importance de ce résultat expérimen- 
tal en ce qui concerne la théorie de la relativité, nous devons 
distinguer entre l'observation effective d’un déplacement diffé- 
rent de celui prévu par la théorie et l'absence certaine de tout 
déplacement. Ceux qui se sont particulièrement occupés de la 
question, St-John, Schwarzschild, Evershed, Grebe et Bachem 
semblent tous d'accord sur ce point que le déplacement observé 
est, dans tous les cas, moindre que le déplacement prévu par 
la théorie ; cette théorie ne peut donc en aucun cas se réclamer 
d'un appui de l'expérience. Mais, pour que nous puissions con- 
sidérer l'expérience comme effectivement contraire à la théorie, 
les résultats expérimentaux doivent établir quelque chose de 
plus. Si par exemple la déviation des raies spectrales s’est mon- 
trée égale à 0,004 À au lieu de 0.008 À comme le voulait la 
théorie, la seule conclusion que nous puissions tirer de cette 
observation c'est qu'il existe certains phénomènes causant un 
déplacement de ces raies, qui ont leur siège dans l'atmosphère 
solaire et qui nous sont encore inconnus. Personne ne pourrait 
se montrer surpris qu'il en fût ainsi et, bien entendu, cette cir- 
constance rendrait notre expérience parfaitement inutile, Le cas 
reste sensiblement le même si le déplacement observé est de 
0,002 À, pourvu toutefois que cette quantité soit supérieure à 
la valeur des erreurs accidentelles d'expérience. Si nous suppo- 
sons qu'il existe quelque cause de déplacement inconnue, nous 
pouvons admettre qu’elle peut tout aussi bien produire un écart 
de —0,006 À qu'un écart de +0,002 À. Pour cette raison les 
résullats expérimentaux d'Evershed ne sont nullement contrai- 
res à la théorie puisque dans tous les cas ce savant trouve des 
déplacements inexplicables. St-John donna pour valeur moyenne 
du déplacement d'une série de lignes qu'il étudia, le nombre 
0,0036 À ; c'est encore un nouvel échec de l'expérience. Le 
seul résultat vraiment contraire à la théorie et qui ne soit pas 
simplement neutre, c'est une série de mesures que fit St-John 
sur 17 raies du cyanogène et qu'il regarda comme extrêmement 
sûres. Ces raies donnèrent un déplacement moyen rigoureuse- 
ment nul. Si cette observation eût été la seule faite, nous 


x 


aurions sûrement été portés à conclure que l'expérience 
II 
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condamnait la théorie d'Einstein et qu'il n'existait aucune cause 
étrangère nous autorisant à mettre en doute la validité de cette 
observation. L'auteur n'a aucune qualité pour venir critiquer 
ces mesures spectroscopiques qui se contredisent mutuellement, 
mais il a l'impression que les résultats de St-John cités en 
dernier lieu sont ceux qui ont le plus de poids parmi toutes les 
recherches faites jusqu'à ce jour (1). 

Il semble que nous devons encore réserver notre jugement ; 
il est peut-être bon néanmoins d'examiner quelle position pour- 
rait prendre la théorie actuelle si cette troisième expérience cru- 
ciale venait à se prononcer définitivement contre elle. 

H apparaît clairement qu'il y a quelque chose d'illogique dans 
l'ordre suivi pour le développement de notre théorie, en raison 
de ce fait que nous avons dû partir des notions ordinaires 
d'espace et de temps pour aboutir aux propriétés fondamentales 
de l'Univers absolu. Nous avons pris pour point de départ la 
définition de l'intervalle en tant que grandeur mesurée à l’aide 
d’horloges et de règles divisées et nous avons ensuite adapté 
cette définition aux lignes d’Univers des particules mobiles. 
C'est évidemment inverser l'ordre logique. La plus simple de 
nos horloges est encore un mécanisme compliqué et une règle 
matérielle est un appareil très complexe. La méthode la meil- 
leure serait d'atteindre la connaissance de l'invariant ds par 
une exploration de l’espace et du temps faite au moyen de par- 
ticules mobiles ou d’ébranlements lumineux, plutôt que par 
des mesures effectuées à l’aide d’horloges et de règles graduées. 
C’est ainsi que l'observation astronomique a permis d'établir 
la formule du ds? relative au champ de gravitation du Soleil ; 
partir de là pour déterminer exactement ce que l'on mesure 
avec une horloge ou une règle, nécessiterait tout d'abord, à ce 
qu'il semble, une théorie détaillée des mécanismes que com- 
porte cette horloge ou cette règle. Mais nous pouvons prendre 


(Œ) Une note toute récente de Grebe et Bachem (Zeitschrift fjür Physik, 
1920, p. 51), publiée pendant que l'édition anglaise de cet Ouvrage était 
sous presse, relate un cas extrêmement favorable au déplacement d’ Einstein 
et permet de réconcilier les résultats discordants trouvés par la plupart des 
expérimentateurs. Mais la prudence conseille encore « d'attendre et dè voir », 
et il n’y a rien à modifier à la discussion faite dans le texte. 
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un raccourci qui paraît légitime en utilisant le principe d’équi- 
valence. Quel que soit le mécanisme de notre horloge, que cel- 
le-ci soit bonne ou quelle soit mauvaise, les intervalles qu'elle 
bat doivent être quelque chose d'absolu ; l'horloge ne peut 
savoir quel genre de système de coordonnées emploie l'observa- 
teur ; sa marche absolue ne peut donc être modifiée par une 
position ou un mouvement qui soient purement relatifs à un 
système de coordonnées. Par suite, quel que soit l'endroit où 
elle se trouvera, quelle que soit la manière dont elle se dépla- 
cera, pourvu qu'elle n'ait pas à subir de chocs matériels ou 
l'effet de forces électriques, elle devra sans cesse battre des 
intervalles égaux comme nous l'avions déjà admis. L'horloge 
est donc tout indiquée pour la mesure des intervalles, même 
quand ceux-ci correspondent à la nouvelle définition ; toute 
conclusion différente de la précédente semble impliquer la sen- 
sibilité de l'horloge à quelque système de référence particu- 
lier (1). 

Trois portes de sortie semblent encore ouvertes pour permet- 
tre d'échapper à celte conclusion. Une horloge ne tient évidem- 
ment aucun compte du système de coordonnées utilisé. Au 
contraire la nature de l’espace-temps qui l'entoure peut influer 
sur elle (?). L'atome terrestre est dans un champ de gravita- 
tion assez peu intense pour que l'on puisse considérer l'espace- 
temps où il se trouve comme euclidien ; l'espace- temps qui 
entoure l'atome solaire n'est pas euclidien. I] pourrait arriver 
que ces deux atomes traduisent réellement cette différence abso- 
lue des portions d'Univers où ils sont plongés respectivement 
en ne vibrant pas avec le même intervalle ds — contrairement 
à l'hypothèse que nous avons faite précédemment. Dans ces 
conditions, la prédiction du déplacement des raies du spectre 
solaire n’a plus aucune valeur. Il est cependant extrêmement 
douteux qu’un atome puisse ainsi déceler la courbure de la 


Č) Bien entendu, il reste toujours possible que tel puisse être le cas, 
si peu vraisemblable soit-il. Le point capital de la théorie de la relativité 
c 'est que (contrairement à à l'opinion courante) aucune expérience faite jus- 
qu'à ce jour n'a révélé l'existence d’un système de coordonnées possédant 
un caractère absolu, et non pas que l'expérience ne nous révélera jamais 
un pareil système. 


(?) Appendice. Note 11. 
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région d'Univers qu'il occupe car on ne peut s'apercevoir de 
la courbure d'un espace que si cet espace est suffisamment 
étendu ; il est vrai qu'un atome n'est pas rigoureusement un 
point, qu'il a toujours une certaine étendue et il n'est pas im- 
possible que les équations de son mouvement renferment les 


quantités rs qui distinguent un champ de gravitation d'un 
espace-temps euclidien. Cette explication donne lieu à une 
objection qui paraît insurmontable, c'est que l'effet de la cour- 
bure sur la période de vibration serait presque sûrement repré- 


senté par des termes de la forme — tandis que pour rendre 
compte du résultat négatif trouvé pour le déplacement des 
raies spectrales il faudrait des termes de la forme 2 c'est- 


à-dire d'un ordre de grandeur beaucoup plus considérable. 

La deuxième possibilité d'échapper à la conclusion atteinte 
plus haut repose sur le fait que nous pouvons nous demander 
si un atome au repos sur le Soleil peut ĉtre rigoureusement 
semblable à un atome situé sur la Terre ? Un atome qui tom- 
berait de la Terre vers le Soleil atteindrait une vitesse de 
6ro km./sec. et ne pourrait conserver le repos que grâce à un 
martelage systématique dû aux chocs d’autres molécules. N’est- 
ce pas là une circonstance qui peut entraîner une modification 
permanente dans les propriétés de l'atome au point de vue de 
son rôle de garde-temps ? Tout atome étant soumis à des colli- 
sions incessantes, il est possible que l'atome solaire ait une 
période de vibration différente de celle de l'atome terrestre cor- 
respondant, par suite de la différence systématique qui en 
résulte dans l’histoire de ces atomes. 

Quels sont les deux événements qui marquent le début et la 
fin de la vibration d'un atome ? Peut-être cette question nous 
ouvre-t-elle une troisième porte de sortie pour nous permettre 
d'échapper à notre conclusion. Si ce sont deux événements abso- 
lus tels que les explosions de deux détonateurs, l'intervalle qui les 
sépare est une quantité bien définie et notre argument est appli- 
cable. Mais si, par exemple, la vibration atomique est déter- 
minée par la révolution d’un électron autour d’un noyau posi- 
tf, elle ne se trouve pas délimitée par deux événements bien 
précis. Une révolution ne signifie autre chose qu'un retour à une 
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position antérieurement acquise ; or, nous ne pouvons pas dire 
quelle était cette position antérieure sans faire usage d’un sys- 
tème de coordonnées quelconque. Rien ne prouve donc qu'il y 
ait un intervalle absolu correspondant à la vibration d’un atome ; 
deux événements ne sont séparés par un intervalle absolu que 
s'ils sont eux-mêmes définis d’une manière absolue. 

Il est peu vraisemblable que l'une quelconque de ces trois 
possibilités soit capable d'annuler le déplacement attendu des 
raies spectrales. Les incertitudes qu'elles introduisent, autant 
que nous en pouvons juger, sont en eflet d’un ordre de grandeur 
infiniment moindre. Mais nous devons bien nous dire que cette 
troisième épreuve à laquelle nous soumettons la théorie d'Eins- 
tein implique des considérations bien plus complexes que les 
deux épreuves plus simples des ondes lumineuses et du mouve- 
ment planétaire. Le déplacement des raies de Fraunhofer est, 
à mon avis, une prévision hautement probable de la théorie 
et je crois pouvoir prédire que l'expérience finira bien un jour 
par la confirmer (!), bien que cette conclusion ait encore un 
caractère hypothétique. Ces incertitudes théoriques sont abso- 
lument indépendantes des grandes difficultés pratiques de 
l'expérience, en particulier de la connaissance exacte des pro- 
priétés absorbantes d’un atome placé dans l'atmosphère solaire. 

En dehors de ces trois expériences capitales, il semble qu'on 
ait peu de chances de mettre la théorie à l'épreuve, du moins 
tant que nos méthodes actuelles ne seront pas considérablement 
perlectionnées. Il est impossible pratiquement de mesurer la 
déviation d’un rayon lumineux, due à un corps autre que le 
Soleil. Une étoile vue au bord du disque de Jupiter subirait 
une déviation de 0”’,017. Or, le centième de seconde d'arc est 
tout ce que peuvent atteindre les mesures les plus précises fai- 
tes avec les plus gros télescopes. Si l'on pouvait réaliser l'expé- 
rience dans les mêmes conditions que les meilleures mesures de 
parallaxes, on pourrait observer le déplacement mais on ne 
pourrait le mesurer avec précision. La lumière provenant de la 
planète fait d’ailleurs disparaître toute chance de succès. 

La plupart des astronomes qui s'occupent de la question tom- 
bent dans une erreur relative aux étoiles doubles. Quand une 


(©) Voir la Note au bas de la page 168. 
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des composantes de l'étoile double passe derrière l’autre, ils 
croient qu'elle doit se trouver déplacée par rapport à sa posi- 
tion véritable comme une étoile qui passe derrière le Soleil. Si 
l'étoile occultante était d’une grandeur comparable à celle du 
Soleil, le déplacement devrait être du même ordre, soit 1,7. Ce 
phénomène créerait donc une irrégularité nettement visible dans 
le mouvement apparent d’une étoile double. Mais, si nous nous 
reportons à la page 140 nous voyons qu'une condition essen- 
tielle dans notre raisonnement, c'était l'énormité du rapport 
de la distance QP de l'étoile au Soleil à la distance EF du 
Soleil à la Terre. Ce n’est que dans ces conditions que le dépla- 
cement angulaire apparent d’un objet est égal à la déviation 
subie par les rayons lumineux qu'il émet. Il est facile de voir 
que dans le cas où ce rapport se trouve inversé, comme cela 
se produit pour une étoile double, le déplacement apparent 
n'est qu'une fraction extrêmement petite de la déviation de la 
lumière et il devient absolument imperceptible pour l'obser- 
vateur terrestre. 

S'il se trouvait que deux étoiles distinctes soient sensiblement 
sur la même ligne de visée à moins de r” d’arc l’une de l’autre, 
et que l’une d'elles soit à une grande distance derrière l’autre, 
nous serions, semble-t-il, dans des conditions bien plus favo- 
rables que nous ne l'étions précédemment dans le cas de l'étoile 
double. Je ne sais s’il existe des étoiles répondant à ces con- 
ditions. En tout cas, il semble que nous devrions voir l'étoile la 
plus éloignée non seulement par ses rayons lumineux qui nous 
arriveraient en ligne directe sans avoir pratiquement subi de 
déviation, mais aussi par ceux qui, contournant en partie l'étoile 
la plus proche, seraient déviés par l’attraction de cette dernière 
étoile. Cette seconde image, bien entendu, serait indiscernable de 
celle de l'étoile la plus proche mais elle lui donnerait un éclat sup- 
plémentaire qui disparaîtrait avec le temps, au fur et à mesure 
que les deux étoiles s’écarteraient. Si cependant nous consi- 
dérons un pinceau de lumière côtoyant l'étoile la moins éloi- 
gnée, les rayons les plus proches de l'astre se trouvent plus 
fortement courbés que les rayons les plus éloignés de sorte que 
la divergence du pinceau augmente ; cet accroissement est très 
petit, mais la divergence d’un faisceau provenant d’une source 
lumineuse située à quelque centaine de milliards de kilomètres 
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est elle-même extrêmement faible et le calcul montre aisément 
que l'accroissement de la divergence est suffisant pour affai- 
blir la clarté de l'étoile au point de la rendre invisible (t). 

Si deux astres qui ne sont pas les composantes d’une étoile 
double se rapprochent encore plus de la même ligne de visée, 
et que l’un d'eux soit sur le point d’occulter l’autre, des phéno- 
mènes curieux peuvent être observés. Quand leur proximité 
apparente devient telle que les rayons directs émanant de l'étoile 
la plus éloignée passent à moins de 100 millions de kilomètres 
de l'étoile la plus proche, l'éclat de l'astre le plus lointain dimi- 
nue considérablement, non pas parce que ses rayons se trou- 
vent fortement déviés, mais parce que l'accroissement rapide 
de la divergence du Fe lumineux diminue beaucoup la 
lumière envoyée par l'étoile dans nos télescopes. Ce sont là des 
considérations qui sont sans doute de peu d'importance, car 
il n'est guère probable que nous ayons jamais à notre disposi- 
ton des étoiles assez proches angulairement l’une de l’autre 
pour que pareilles observations puissent être faites ; et même 
si un tel cas se présentait, 1l serait bien difficile de ne pas croire 
que l'affablissement pourrait être causé par quelque atmos- 
phère absorbante entourant l'étoile la plus proche. 

De Sitter a montré que la théorie d'Einstein apportait de 
légères modifications à la théorie du mouvement de la Lune. Le 
grand axe de son orbite et l'intersection de cet orbite avec le 
plan de l'écliptique devraient tous deux avancer de 2” par siè- 
cle sur le mouvement que leur attribue la théorie de Newton. 
Malheureusement ni l'observation, ni la théorie newtonienne, ne 
sont poussées au degré de précision suffisant pour permettre 
une vérification de ce point ; un accroissement relativement fai- 
ble de la précision actuelle suffirait néanmoins à rendre la com- 
paraison possible. 

Puisqu'il existe des étoiles qui ont peut-être une masse dix 
fois supérieure à celle du Soleil sans que leur rayon ait une 
longueur exagérée, ces astres devraient donner un déplacement 
plus considérable de leurs raies spectrales et se montrer plus 
favorables que le Soleil à la réalisation de la troisième expérience 
cruciale. Malheureusement, le déplacement prévu est indiscer- 


(:) Appendice. Note 12. 
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nable de celui que causerait, comme conséquence du principe 
de Doppler-Fizeau, un mouvement de l'étoile suivant la ligne 
de visée. Ainsi le déplacement prévu dans le cas du Soleil est 
équivalent à celui qui résulterait d'une vitesse d'éloignement 
de 0,634 km./sec. Or, dans le cas du Soleil, nous savons exac- 
tement quelle est à chaque instant la vitesse d’éloignement ; pour 
les autres étoiles nous n’en savons rien. La seule indication que 
nous pourrions retirer de l'observation ce serait la connaissance 
d’une vitesse moyenne radiale des étoiles les plus grosses. Il 
paraît assez peu probable que dans l'ensemble des étoiles visi- 
bles il y ait une prépondérance des mouvements d'éloignement. 
Si par suite une telle prépondérance se révèle, 1l semble tout 
indiqué d'attribuer le déplacement spectral observé à la théorie 
d'Einstein. En fait on a reconnu que les étoiles les plus grosses 
(celles du type spectral B) paraissent douées d’une vitesse d’éloi- 
gnement par rapport à nous d'environ 4 km. 5 par seconde, ce 


5 ; z m . 
qui peut s'expliquer en supposant que les valeurs de = relatives 


à ces étoiles ont une valeur environ sept fois plus grande que 
dans le cas du Soleil — hypothèse très vraisemblable. Ce phé- 
nomène était bien connu de tous les astrophysiciens quel- 
ques années avant la publication de la théorie d'Einstein. Mais 
ce phénomène a tant d’interprétations possibles qu'il en perd 
toute valeur. Ajoutons pour terminer que les étoiles « géantes » 
si diffuses du type M ont également une vitesse systématique 


d'éloignement considérable et que pour elles les valeurs de Z 


doivent être beaucoup moindres que pour le Soleil (1). 


(*) Au moment de mettre sous presse l'édition française, nous apprenons 
que M. Pérot vient de confirmer aussi exactement qu'on pouvait l’espérer 
les prévisions d'Einstein sur le déplacement des raies spectrales ; ce phy- 
sicien a comparé les raies du cyanogène dans la haute atmosphère solaire, 
à celles émises dans le vide sur terre, afin d'éliminer l'influence de la 
pression ; il a en outre discuté les conditions de l'expérience avec une 
rigueur qui semble mettre ses résultats à l'abri de toute critique. 


(Note du Trad.). 


CHAPITRE IX 


QUANTITÉ DE MOUVEMENT ET ENERGIE. 


Die Anschauungen über Raum und Zeit, die ich Ihnen entwickeln 
möchte, sind auf experimentell-physikalischen Boden erwachsen. Darin 
licgt ihre Stärke. Ihre Tendenz ist eine radikale. Von Stunde an sollen 
Raum für sich und Zeit für sich völlig zu Schatten herabsinken und nur 
noch eine Art Union der beiden soll Selbständigkeit bewahren (1). 


H. Minxowskr (1908). 


Une des conséquences fondamentales de la théorie de la rela- 
tivité c'est de montrer que gravitation et inerlie sont au fond 
deux choses identiques. 

En mécanique, le débutant passe par un moment d'hésita- 
tion avant d'accepter la première loi du mouvement de Newton. 
Qu'un corps au repos reste au repos indéfiniment tant qu'aucune 
cause n'intervient pour le mettre en mouvement, il l'admet 
sans difficulté ; mais qu'un corps en mouvement conserve un 
mouvement rectiligne et uniforme tant que rien n'agit sur lui, 
voilà qui ne le satisfait pas pleinement. Rien n'est plus naturel 
que de regarder le mouvement comme une impulsion qui 
s'épuise d'elle-même, de sorte qu’un corps en mouvement finit 
nécessairement par s'arrêter. Le professeur n’a pas de difficulté 
à trouver des arguments qui viennent à bout de l'hésitation de 
son élève ; il lui suffit de parler du frottement que doit vaim- 
cre un train de chemin de fer ou une bicyclette en mouvement 


(1) Les considérations sur l’espace et sur le temps que je viens de vous 
exposer, sont basées sur la physique expérimentale et c’est ce qui fait 
leur force. Elles sont de tendances révolutionnaires. Désormais, les notions 
d'espace et de temps considérées comme indépendantes et en elles-mêmes 
doivent rentrer dans l'ombre et seule leur union peut avoir une existence 
propre. 
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uniforme. Il montre que si l’on diminue le frottement, comme 
c'est le cas par exemple pour une pierre que l'on lance sur 
la glace, le mouvement dure plus longtemps de sorte que si 
tout frottement pouvait être éliminé, le mouvement uniforme 
se continuerait indéfiniment. Mais raisonner ainsi, c’est cacher 
sous un vernis spécieux que le mouvement, s’il n'avait aucun 
support — si l'on supprimait la glace — ne serait plus du tout 
uniforme, qu'il serait au contraire celui d’un corps en chute 
libre. Le professeur insiste probablement sur ce fait que le 
mouvement uniforme, pour se conserver, ne nécessite pas ce 
que l’on appelle une cause. C'est cette propriété qui a reçu 
le nom d'inertie ; mais on la regarde comme une tendance 
innée et passive, par opposition à la force qui, elle, est une cause 
active. Tant que l’on se limite aux pressions et aux tensions 
de la mécanique élémentaire où l’on suppose toujours les élé- 
ments matériels en contact direct, cette distinction peut se faire 
d'une manière sûre ; nous pouvons rendre visible en quelque 
sorte le martelage actif des molécules sur le corps, cause de son 
changement de mouvement. Mais quand on étend la force au 
champ de gravitation la distinction n’est plus aussi nette. 

Pour notre part, nous rejetons toute espèce de distinction 
dans ce cas. La force de gravitation n’est pas un agent actif qui 
lutte contre la résistance passive de l’inertie. Gravitation et 
inertie, c'est tout un. Une trajectoire rectiligne parcourue d'un 
mouvement uniforme est essentiellement relative à un certain 
système de coordonnées que l’on se fixe par une convention. 
Nous ne pouvons évidemment pas imaginer que les corps savent 
quel est l'observateur qui les regarde et qu'il se manifeste en 
eux une tendance innée à prendre par rapport à cet observateur 
un mouvement rectiligne et uniforme — en même temps d'or- 
dinaire qu'ils subissent quelque force active les obligeant à se 
déplacer d’une autre manière. S'il existe une tendance innée ce 
ne peut être que celle de suivre ce que nous avons appelé une 
ligne d'Univers naturelle — la ligne d'intervalle total maximum 
entre deux événements donnés. Nous aboutissons ainsi à cet 
énoncé nouveau pour la première loi du mouvement de New- 
ton : « Tout corps tend à se mouvoir suivant la ligne d'Univers 
qu'il suit réellement, sauf dans le cas où des chocs matériels 
l'obligent à suivre quelque autre ligne d'Univers différente de 
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celle qu'il aurait suivie sans eux ». Personne, je pense, ne viendra 
contester l'exactitude de ce profond énoncé ! 

Que la trajectoire naturelle soit droite ou courbe, que le mou- 
vement soit unilorme ou variable, dans tous les cas intervient 
quelque cause agissante et cette cause c'est la combinaison 
inertie-gravitation. De lui avoir donné un nom ne nous dispen- 
sera pas d'en donner une explication au moment voulu. ¿n 
attendant, le fait que nous avons défini l'inertie et la gravitation 
comme des aspects différents d'une propriété unique nous expli- 
que pourquoi inertie et poids sont toujours proportionnels l’un 
à l’autre. Ce fait expérimental, vérifié avec le plus haut degré 
de précision, devrait, dans toute autre conception, être regardé 
comme une loi remarquable de la nature. 

Nous savons que la ligne d'Univers naturelle est celle dont 
l'intervalle total est maximum entre deux quelconques de ses 
points ; comme c'est la seule ligne d'Univers définissable d'une 
manière absolue, il semble que ce soit là une raison suffisante 
pour qu'une particule entièrement libre la suive. Cette raison 
tant qu'elle est valable est satisfaisante mais il est naturel que 
nous désirions avoir une notion plus claire de la cause — iner- 
tie-gravitation — qui force le corps à suivre cette trajectoire. 

Nous avons vu que le champ de gravitation qui entoure un 
corps implique l'existence d’une courbure de l'espace-temps, et 
que par suite il se forme autour de chaque particule matérielle 
une ride très fine. Mais une particule matérielle subit sans 
cesse un déplacement dans le temps si elle n’en subit pas tou- 
jours dans l’espace ; par suite, dans notre représentation qua- 
dridimensionnelle qui nous donne une vue d'ensemble sur le 
temps tout entier, la ride a la forme d’une longue cannelure qui 
entoure la ligne d'Univers de la particule sur tout son parcours. 
Or, cette cannelure, ou ce pli du continuum, ne peut suivre 
indistinctement n'importe quel trajet — les couturières le savent 
bien. La loi de gravitation d'Einstein donne la règle suivant 
laquelle la courba d’ Univers en un point quelconque de F espa- 
ce-temps est liée aux courbures prises en des points voisins ; 
par suite, si l’on se donne en un certain point la direction d’une 
cannelure, cette cannelure se trouve par là-même entièrement 
déterminée. Nous avons jusqu'ici étudié la loi de gravitation au 
point de vue spatial, autrement dit nous avons montré quelle 
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était la distribution dans l’espace de la ride gravitationnelle et 
ceci correspond à l'affirmation de la loi de Newton qui nous 
apprend que la force varie en raison inverse du carré de la 
distance. Mais la loi d'Einstein montre de plus comment le champ 
de gravitation se distribue dans le temps puisqu'il n'existe aucune 
distinction fondamentale entre l’espace et le temps. L'analyse 
mathématique permet de déduire de la loi d'Einstein que toute 
ride dont la forme correspond à une particule matérielle, suit 
nécessairement la ligne d'Univers d'intervalle total maximum. 

La ligne d'Univers d'une particule matérielle est ainsi déter- 
minée par l'action du champ de gravitation excessivement petit 
qui l'entoure et qui, autant que nous pouvons le présumer, la 
constitue, sur l’espace-temps fondamental de la région où elle 
se trouve. Les différentes formes que cette ligne peut prendre 
trouvent leur explication dans la nouvelle loi de gravitation. 
C'est mettre sur le même plan les trajectoires rectilignes des 
étoiles et les trajectoires courbes de leurs planètes, et c’est les 
expliquer de la même manière. La seule loi universelle d’après 
laquelle la courbure de l'espace-temps ne peut dépasser le pre- 
mier degré, suffit pour fixer une fois pour toutes la forme 
de toutes les cannelures qui peuvent exister dans ce continuum. 

L'application de la loi d'Einstein à l'étude de la distribution 
du champ de gravitation non seulement dans l'espace mais aussi 
dans le temps conduit à une grande simplification de la méca- 
nique. Si nous nous donnons comme point de départ une tran- 
che étroite d'espace-temps figurant l'état de l'Univers pendant 
quelques secondes avec toutes les petites rides entourant des 
particules matérielles bien déterminées, nous pouvons alors rat- 
tacher successivement à cette tranche toutes les autres portions 
de l’espace-temps et trouver la position des rides à tous les 
instants postérieurs à celui considéré (les forces électriques étant 
exclues). Nous n'avons eu besoin que de la loi de gravitation — 
la courbure d'Univers n’est pas supérieure au premier degré 
— et il n'existe aucune conséquence de la mécanique qui ne 
soit comprise dans cette loi. Les lois de conservation de la 
masse, de l'énergie, de la quantité de mouvement sont toutes 
implicitement contenues dans la loi d'Einstein. Il peut paraître 
singulier que ce soit la loi de gravitation d'Einstein qui porte 
en elle la mécanique tout entière car dans la plupart des pro- 
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blèmes que nous pose cette science, la gravitation, prise avec 
sa signification courante, est un facteur que l'on néglige. Seule- 
ment, inertie et gravitation ne sont qu'une seule et même chose ; 
la loi d'Einstein est aussi la loi de l'inertie et l’inertie ou la 
masse intervient dans tous les problèmes de la mécanique. Si, 
dans nombre de questions, nous considérons la gravitation 
comme négligeable, cela signifie simplement que nous pouvons 
ne pas tenir compte de l’action mutuelle des rides très petites 
les unes sur les autres ; au contraire, nous ne pouvons négliger 
l'action de la ride d’une particule sur l’espace-temps fondamen- 
tal qui la contient car c'est précisément cette action qui consti- 
tue l'inertie de la particule. 

La conservation de l'énergie et la conservation de la quantité 
de mouvement suivant trois directions non parallèles à un même 
plan, constituent quatre lois et s'expriment par quatre équa- 
tions qui sont capitales dans les différentes branches de la méca- 
nique. Bien qu'elles soient applicables dans le cas où la gravi- 
lation prise avec son sens ordinaire est sans action, elles doi- 
vent pouvoir se déduire comme toute autre proposition méca- 
nique, de la loi de gravitation. C'est le grand triomphe de 
la théorie d'Einstein que sa loi permette de donner une déduc- 
tion générale et rigoureuse de principes expérimentaux qui jus- 
que-là avaient semblé entièrement étrangers à la gravitation. 
Nous ne pouvons entrer dans les détails mathématiques qui 
établissent ces équations par déduction à partir de la loi fonda- 
mentale de gravitation mais nous allons voir d’une manière géné- 
rale comment on peut y arriver. 

Nous avons déjà montré que si les valeurs des G,, sont rigou- 
reusement nulles en tout point de l’espace-temps, leurs valeurs 
moyennes pour une région de petite étendue contenant un 
grand nombre de particules matérielles, valeurs dites « macros- 
copiques », sont différentes de zéro (+). Ces valeurs macroscopi- 
ques peuvent être exprimées en fonction du nombre, des mas- 
ses et des vitesses des particules. Pour les G,, nous avons pris 
des moyennes ; nous devrons donc opérer de même à l'égard 
des particules ; autrement dit, nous y substituerons une distri- 


(*) On commence par prendre la moyenne des valeurs de g ; les Guy sont 
calculés par les formules de la Note 5. 


474 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 


bution continue de la matière possédant des propriétés équiva- 
lentes. Nous obtiendrons ainsi des équations macroscopiques 
de la forme : 


Le premier membre de ces équations contient des termes 
d'une nature un peu abstraite caractérisant le genre d'espace- 
temps considéré ; dans l’autre (K,,,) nous trouvons des quantités 
physiques bien connues qui nous donnent la densité, la quan- 
tité de mouvement, l'énergie et les forces élastiques de la 
matière présente. Ces équations dérivent de la seule loi de gra- 
vitation par le processus qui consiste à prendre une moyenne. 

Parallèlement, dans la théorie newtonienne de la gravitation 
on emploie un procédé en tous points semblable pour passer 
de l'équation de Laplace Ay=0 à l'équation de Poisson relative 
à une distribution continue de la matière Ao = — Axp 

Dans cette hypothèse d'une matière continue, n'importe quel 
genre d’espace-temps devient possible. La loi de gravitation au 
heu de rejeter la possibilité de certains genres d'espace-temps, 
détermine les valeurs de K„, c’est-à-dire la distribution et le 
mouvement de la matière continue qui répondent au genre 
envisagé. Nous ne sommes pas en opposition avec l'énoncé pri- 
mitif de la loi car cet énoncé se rapportait aux cas où l’on excluait 
la présence d’une malière continue. N'importe quel groupe de 
valeurs des potentiels est maintenant possible ; le calcul nous 
permet d'en déduire les valeurs correspondantes des G,, et 
nous obtenons immédiatement dix équations déterminant Ky 
qui expriment lès conditions que doit remplir la matière pour 
produire ces potentiels. Mais n'est-il pas possible que la distri- 
bution dans l’espace-temps trouvée pour la matière soit inac- 
ceptable, qu'elle viole les lois de la mécanique ? Non, nous ne 
devons pas dire les lois car il n’y a qu'une loi de la mécanique, 
la loi de gravitation. Or nous avons déterminé la distribulion 
de la matière par les équations Guy =Kyy et il n’y a pas d'autres 
conditions à remplir. La distribution est donc mécaniquement 
possible ; elle peut néanmoins être irréalisable pratiquement 
car elle peut nécessiter une densité de la matière démesurément 
élevée ou même négative. 
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A propos de la loi G,,=o relative à une région vide de 
matière, nous avons signalé que cette condition représentait 
bien dix équations mais que six seulement d’entre elles étaient 
indépendantes ; ceci, parce que dix équations auraient suffi à 
déterminer les dix potentiels d'une manière complète et nous 
auraient permis de fixer non seulement le genre de l'espace- 
temps, mais aussi celui du système de coordonnées. Il est clair 
que nous devons nous réserver le droit de tracer comme bon 
nous semble ce système de coordonnées car son choix, loin 
d'être déterminé par une loi de la nature, doit rester entière- 
ment arbitraire. Pour rendre compte du quadruple degré d’arbi- 
traire de ce choix, il doit y avoir quatre identités toujours satis- 
faites par les G,, de telle sorte que six de ces équations étant 
données les quatre équations restantes ne sont que des tauto- 
logies. ] 

Ces relations doivent être des identités provenant de la 
définition mathématique des G,, ; en d'autres termes, quand 
dans ces relations les G,, sont explicités d'après leurs défini- 
tions et que toutes les opérations indiquées ont été effectuées, les 
. différents termes doivent se détruire et laisser subsister la seule 
identité o=0. Le point essentiel c'est que ces quatre équations 
proviennent du mode de formation des G,, à partir de leurs 
constituants plus simples (les g,, et leurs coefficients différen- 
tiels) et qu’elles s'appliquent en toutes circonstances. Ces quatre 
relations identiques ont été effectivement trouvées (1). 

Dans l'hypothèse de la matière continue où Guy — Kuw le es 
mêmes quatre relations doivent évidemment exister entre les 
K,, non pas sous forme d'identité, mais en tant que consé- 
quences de la loi de gravitation, c'est-à-dire de l'égalité des 
G,, et des K,, 

Ainsi, les quatre dimensions de l'Univers apportent un arbi- 
traire d'ordre quatre dans le choix du système de coordonnées, 
ce qui doit se traduire nécessairement par l'existence de quatre 
relations identiques entre les G,, ; finalement, comme consé- 
quence de la loi de gravitation, ces identités établissent quatre 


faits nouveaux ou quatre lois nouvelles relatives à la densité, 


(1) Appendice. Note 13. 
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à l'énergie, à la quantité de mouvement ou aux tensions de 
la matière, grandeurs qui entrent dans la constitution des K, 

Ces quatre lois sont les lois de la conservation de la quantité 
de mouvement et de la conservation de l'énergie. 

L'argument précédent est tellement général que nous pouvons 
aller jusqu'à affirmer qu'à toute propriété absolue d'un volume 
de l'Univers à quatre dimensions (ici la courbure) doivent cor- 
respondre quatre propriétés relatives qui restent invariantes. 
Ce pourrait être là le point de départ d’une étude générale des 
propriétés d'un Univers que notre perception nous montrerait 
invariable, c’est-à-dire un Univers dont la substance se conser- 
verait. 

Il existe une autre loi de la physique que l’on regardait autre- 
fois comme fondamentale — celle de la conservation de la 
masse. Les progrès de la science moderne ont déjà quelque peu 
modifié notre position à son égard ; non pas quon ait 
rejeté son exactitude, mais son interprétation a changé et finale- 
ment elle est venue se confondre avec la loi de la conservation 
de l'énergie. Il est peut-être utile à ce propos d'entrer dans 
quelques détails. 

On supposait autrefois que la masse d’une particule était un 
nombre qui lui était attaché, qui exprimait une propriété intrin- 
sèque et qui restait invariable à travers toutes les vicissitudes 
de cette particule. Soient m ce nombre, u la vitesse de la parti- 
cule, la quantité de mouvement est mu ; c'était alors la loi de 
la conservation de la quantité de mouvement qui définissait la 
masse m. Prenons par exemple deux particules de masses 
m=2, Mm,=3, mobiles sur la même ligne droite. Sur un dia- 
gramme d'espace-temps, pour un observateur S, la vitesse de 
la première particule sera représentée par le vecteur OA 
(Fig. 19). Cette particule se déplace d’une distance MA dans 
un temps-unité ; MA est donc égal à sa vitesse par rapport à 
l'observateur S. Prolongeons la ligne OA jusqu'à sa rencontre 
avec la ligne de temps constant passant par la deuxième divi- 
sion de l'axe des temps ; NB est égal à la vitesse multipliée par 
la masse 2 ; la distance horizontale NB figure donc la quantité 
de mouvement. De même, partant de B et traçant BC dans la 
direction de la vitesse de m, prolongée jusqu'à son intersection 
avec la ligne passant par la cinquième division, le déplacement 
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horizontal à partir de B représente la quantité de mouvement 
de la deuxième particule. Le vecteur PC représente la quantité 
de mouvement totale du système des deux particules. 


Fig. 19. 


Supposons que survienne quelque modification dans leurs 
vitesses mais que l'extérieur ne communique aucune quantité 
de mouvement à l’une ou à l'autre des deux particules — une 
collision, par exemple. La quantité de mouvement totale PC 
étant inaltérée, une construction semblable faite avec les nou- 
velles vitesses doit encore nous amener en G ; autrement dit, 
les nouvelles vitesses sont représentées par les directions OB’, 
B'C, B’ étant quelque autre point de la ligne NB. 

Cherchons maintenant comment tout ceci apparaîtra à un 
observateur S, en mouvement uniforme par rapport à S. Ses 
transformations d'espace et de temps ont été étudiées au Cha- 
pitre II ; elles se trouvent représentées dans la Fig. 20 qui 
nous permet de comparer son mode de division du temps à 
celui de S. Un même mouvement réel est, bien entendu, figuré 
par des directions parallèles dans les deux diagrammes mais 
l'interprétation de MA en tant que vitesse diffère dans les deux 
cas. Prolongeant la direction de la vitesse de m, pendant deux 
divisions Í temps, celle de m, pendant trois comme précé- 


demment nous trouvons que la quantité de mouvement totale 
12 
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pour l'observateur S, est représentée par PC (Fig. 20) ; répétant 
la même construction sur les vitesses des deux particules après 
leur choc nous arrivons en un point ©’ différent. La quantité 
de mouvement se conservait pour l'observateur S et elle varie 


de PC à PC’ pour l'observateur S,. 


Fig. 20. 


Cette différence provient de ce que dans la construction nous 
avons prolongé les lignes jusqu'à leur rencontre avec des lignes 
de partage qui ne sont pas les mêmes pour les deux observa- 
teurs. La règle pour la détermination de la quantité de mouve- 
ment doit être telle que les deux observateurs, par une même 
construction indépendante de leurs divisions respectives de 
l'espace et du temps, doivent parvenir par deux chemins diffé- 
rents au même point C. Il importera peu alors que, par suite 
de leurs manières différentes de compter le temps, les deux 
observateurs mesurent la quantité de mouvement l'un par une 
longueur horizontale, l'autre par une longueur oblique ; tous 
deux seront d'accord pour dire que la collision n'a pas modifié 
la quantité de mouvement totale. Pour obtenir une telle cons- 
truction nous devrons avoir recours à l'intervalle qui, lui, est 
le même pour les deux observateurs ; donnons à OB un inter- 
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valle total de 2 unités, à BC un intervalle total de 3 unités en 
rejetant tout système de coordonnées. Les deux observateurs 
dessineront le même diagramme et aboutiront au même point C 
(différent des points © et C’ des diagrammes précédents). Par 
suite si pour lun d'eux la quantité de mouvement ne varie pas, 
il en sera de même pour l’autre. 

Tout ceci implique une définition nouvelle de la quantité de 
mouvement ; il faut maintenant que ce soit le produit de la 
masse par le déplacement d'espace ôx parcouru pendant un 
intervalle ès au lieu d’un temps òt. Donc : 


quantité de mouvement = m =, 


au lieu de : 
quantité de mouvement = m F 

La masse m conserve alors son caractère de nombre inva- 
riant attaché à la particule. Pour savoir si la quantité de mou- 
vement telle que nous venons de la définir se conserve ou non 
réellement, c'est à l'expérience que nous devons nous adresser, 
ou bien il nous faut chercher si ce fait peut être déduit théori- 
quemeni de la loi de gravitation. Un point important c'est que 
la définition primitive de la quantité de mouvement est incom- 
patible avec sa conservation, car si cette dernière a bien lieu 
pour un observateur elle peut n'avoir plus lieu pour un autre. 
La définition nouvelle au contraire rend possible cette conserva- 
tion générale. En fait, cette expression de la quantité de mou- 
vement est précisément celle que l’on déduit de la loi de gravi- 
tation en s'appuyant sur les identités dont nous avons déjà 
parlé. En ce qui concerne la confirmation expérimentale, il 
suffit pour le moment de remarquer que, dans la pratique cou- 
rante, l'intervalle et la durée sont des quantités si peu dif- 
férentes que toute confirmation expérimentale de la conser- 
vation de la quantité de mouvement prise avec son sens pri- 
mitif peut être regardée comme une confirmation de la même 
loi quand la quantité de mouvement répond à sa nouvelle défini- 
tion. 

Dans la théorie de la relativité la quantité de mouvement 
apparaît donc comme le produit d’une masse invariable par 
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une vitesse légèrement modifiée 22. Le physicien préfère pour- 


F 
tant conserver dans ses problèmes Fancienne définition où la 


quantité de mouvement est le produit de la masse par la vitesse 
£ T 


. Comme : 
m? m3. èz 
Bs T e. 


la quantité de mouvement se trouve pe en deux facteurs 


une vitesse et une masse M=m S ! qui n'est plus un inva- 


owr 
M 
riant pour la particule mais qui RR da mouvement de celle-ci 
par rapport à l'espace-temps de l'observateur. Pour parler le 
langage courant du physicien nous désignerons par le nom 
de masse (à moins que ce terme ne soit autrement employé) la 
quantité M. 

Dans un système d’axes rectangulaires sans accélération nous 
avons par définition de s : 


ds? — òL — Dr? — òy? — 02°, 
de sorte que : 


O= -E-E 


u étant la vitesse de la particule (en supposant la vitesse de la 
lumière égale à l'unité). Donc : 


M ——— 
VI — ut 

La masse croît avec la vitesse, le facteur de cette croissance 
étant le même que celui qui détermine la contraction de Fitz- 
gerald. 

Cette variation de la masse avec la vitesse est une proposition 
qui demande une confirmation expérimentale. Pour réussir 
l'expérience il faut pouvoir disposer de vitesses élevées et appli- 
quer une force connue suffisamment grande pour produire 
une déviation appréciable dans la trajectoire de la particule. Ces 
conditions se trouvent réalisées dans le cas des particules néga- 
tives émises par les substances radioactives, connues sous le 
nom de particules $, ou encore dans le cas des particules sem- 
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blables qui constituent les rayons cathodiques. Ces particules 
atteignent des vitesses allant jusqu'aux 8/10° de la vitesse de la 
lumière ; l'accroissement de la masse peut alors se faire dans 
le rapport de 1,66 à 1 ; leur charge négative permet de leur 
appliquer une force électrique ou magnétique suffisamment 
intense. Les expériences modernes confirment parfaitement l'ac- 
croissement théorique de la masse ; elles montrent que le fac- 


© I 2 7 
teur d’accroissement -=== est exact d’une manière très appro- 


v 
chée. Ces expériences furent d’abord faites par Kaufmann ; mais 
elles furent reprises plus tard selon des méthodes récentes per- 
mettant une précision beaucoup plus grande. 

Tant que la vitesse n'est pas très grande, la masse M peut 
être mise sous la forme 


m 


- ==m +- = mu. 
yı —u? 2 

Elle se compose alors de deux parties, la masse au repos et 
le second terme qui n'est autre que l'énergie cinétique. Si nous 
pouvons dire que le terme m représente une espèce d'énergie 
potentielle emmagasinée dans la matière, il nous est alors pos- 
sible d'identifier la masse avec l'énergie. L’accroissement de 
la masse avec la vitesse signifie simplement qu'il est venu s’ajou- 
ter de l'énergie cinétique. Ce qui nous enhardit et nous incite 
à faire cette hypothèse c’est le modèle que nous offre la charge 
électrique où la masse électrique n’est autre que l'énergie du 
champ statique. De même, la masse de la lumière est simple- 
ment l'énergie électromagnétique des ondes lumineuses. 

* Dans nos systèmes d'unités habituels la vitesse de la lumière 
n'est pas égale à l'unité ce qui est la cause d’une distinction d’un 
caractère assez artificiel entre la masse et l'énergie. Ces deux 
grandeurs sont mesurées à l’aide d'unités différentes, l'énergie E 


ayant une masse e où C est la vitesse de la lumière dans 
le système d'unités employé. Néanmoins, il semble plus que 
probable que masse et énergie sont deux formes de la mesure de 
ce qui est essentiellement une seule et même chose, de même 
que parallaxe et distance d’une étoile sont deux manières diffé- 
rentes d'exprimer une même propriété de sa position. A cette 
objection que ces deux grandeurs ne doivent pas être confondues 
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parce qu'elles sont des propriétés distinctes, il faudrait répon- 
dre qu'elles ne sont pas des propriétés que peuvent percevoir 
nos sens mais seulement deux expressions mathématiques, 
quotient et produit de deux grandeurs qui elles, au contraire, 
sont des propriétés perceptibles d’une manière immédiate, la 
quantité de mouvement et la vitesse. En somme, ce ne sont 
donc essentiellement que des combinaisons utiles au matkémati- 
cien. 

La preuve précédente de la variation de la masse avec la 
vitesse est beaucoup plus générale que celle basée sur la théorie 
électrique de l'inertie. Elle est immédiatement applicable à Ja 
matière prise en masse. Les masses m, et m, ne sont pas néces- 
sairement attachées à des particules ; elles peuvent s'appliquer 
à des corps de dimensions et de nature quelconques. La théorie 
électrique de l'inertie ne permet pas de déduire la variation de 
masse d'une planète de celle d’un électron. 

Nous devons remarquer que si la masse d'inertie d’une par- 
ticule n’est mesurable physiquement que par des procédés fai- 
sant intervenir une variation de la vitesse de cette particule, 
c'est précisément au moment où la vitesse varie que la notion 
de masse est la moins claire ; c’est qu'en effet à ce moment-là, 
l'énergie cinétique qui forme une partie de la masse, se trouve 
partiellement communiquée à une autre particule ou bien est 
rayonnée dans l’espace environnant ; il est presque impossible 
de définir le moment où cette énergie cesse d'appartenir à la 
particule et doit être comptée comme énergie libre. La valeur 
de l’énergie ou de la masse dans une région donnée est toujours 
une quantité bien déterminée mais la valeur attribuable à une 
particule n'est définie que dans le cas où son mouvement est 
uniforme. Si l'on veut être exact, il faut le plus souvent consi- 
dérer la masse non pas d’une particule mais de toute une région. 

Le mouvement de la matière d’un lieu à un autre produit 
généralement une modification du champ de gravitation de 
l'espace environnant. Si la vitesse est uniforme, le champ par- 
tage simplement le mouvement de la matière ; si au contraire 
le mouvement est accéléré, quelque chose dans le genre d'une 
onde de gravitation se propage à l'extérieur. La vitesse de pro- 
pagation est celle de la lumière. Les lois exactes ne sont pas 
simples car nous avons vu que le champ de gravitation modifie 
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la vitesse de la lumière de sorte que c’est la perturbation elle- 
même qui modifie la vitesse avec laquelle elle se propage. Si, 
de même, les lois exactes de la propagation du son sont extrê- 
mement compliquées c'est que la perturbation de l'air due au 
son modifie la vitesse avec laquelle celui-ci se propage. Quant 
aux lois approchées de la propagation de la gravitation, elles 
sont des plus simples et sont identiques aux lois de propagation 
des perturbations électromagnétiques. 

Après la masse et l'énergie il existe une grandeur qui 
joue dans la physique moderne un rôle fondamental ; c'est 
l'Action. Le mot « action » a ici une signification théorique 
qu'il ne faut pas confondre avec le sens qu'il a dans « l'action 
et la réaction » de Newton. Dans la théorie de la relativité en 
particulier, c'est là un point qui, sous tous les rapports, semble 
capital. Il est facile d'en voir la raison. Quand nous parlons 
de la matière continue qui existe en un point quelconque de 
l'espace et du temps, nous devons nous servir du mot densité. 
Le produit de la densité par un volume d'espace donne la masse, 
ou bien ce qui paraît revenir au même, l'énergie. Or, à notre 
point de vue quadridimensionnel il y a quelque chose de beau- 
coup plus important, c'est le produit de la densité par un 
volume à quatre dimensions d'espace et de temps, produit que 
lon désigne sous le nom d'action. Si donc on multiplie la 
densité par les trois dimensions d'espace, on obtient la masse ou 
l'énergie ; une quatrième multiplication donne le produit de 
la masse ou de l'énergie par le temps. L'action est donc la 
masse multipliée par le temps, ou encore le produit de l'énergie 
par le temps, et c’est une grandeur bien plus fondamentale que 
la masse ou l'énergie. 

L'action est la courbure de l'Univers. C’est là une affirma- 
tion à peu près impossible à rendre concrète parce que notre 
notion de la courbure provient de l'étude des surfaces à deux 
dimensions dans un espace à trois dimensions et cela nous donne 
une idée trop étroite de ce que peut être une surface 
à quatre dimensions dans un espace à cinq ou à plus 
de cinq dimensions. Dans les surfaces à deux dimen- 
sions il y a tout juste une courbure totale ; si cette 
courbure est nulle, la surface est plane ou du moins peut être 
déroulée et appliquée sur un plan. Pour la surface à quatre 
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dimensions il y a plusieurs coefficients de courbure ; cependant, 
il y a une courbure par excellence qui, naturellement, est un 
invariant indépendant du système de coordonnées choisi. C'est 
cet invariant que l’on désigne par G. Il ne s'ensuit pas que le 
seul fait que cette courbure soit nulle suffise pour rendre l'es- 
pace-temps euclidien ; nous avons vu au contraire que dans 
un champ de gravitation naturel, l'espace-temps n'était pas 
euclidien bien qu'il puisse n'y avoir aucune masse ou énergie 
présente et par suite, ni action, ni courbure. 

Là où il y a matière (+), il y a action et par suite courbure ; 
il est intéressant de remarquer que dans la matière ordinaire on 
rencontre une courbure de l’espace-temps qui n'est pas du tout 
à négliger. Ainsi dans de l’eau prise avec sa densité normale 
la courbure est identique à celle d’un espace sphérique de 
570.000.000 km. de rayon. Le résultat est encore plus frap- 
pant si on l’exprime en unités de temps ; le rayon serait envi- 
ron de une demi-heure, la vitesse de la lumière étant toujours 
prise comme unité. 

Il n'est pas facile de donner une signification concrète à ce 
qui précède ; du moins pouvons-nous prédire qu'un globe d’eau 
de 570.000 000 km. de rayon aurait des propriétés extraordi- 
naires. I] doit sans doute y avoir une limite supérieure aux 
dimensions possibles d’un tel globe et je crois qu'une masse 
homogène d'eau ayant des dimensions notablement supérieu- 
res aux précédentes ne pourrait pas exister. Pareille sphère 
n'aurait pas de centre, pas de limites ; tous les points de la masse 
auraient par rapport à l’ensemble la même position relative — 
de même que les points de la surface d'une sphère par rapport 
à cette surface prise dans son ensemble. Tout rayon lumineux 
après y avoir voyagé pendant une heure ou deux reviendrait 
à son point de départ. Rien ne pourrait pénétrer dans la masse 
ou bien la quitter car il n'existe nulle limite par où l'on pour- 
rait entrer ou sortir ; en fait cette masse aurait même étendue 


` (*) Il est curieux de remarquer qu’il n’y a pas d'action dans un espace 
ne contenant que de la lumière. La lumière a bien une masse (M) au sens 
ordinaire de ce mot, mais la masse invariante (m) est nulle. L’ «action » 
que la théorie électromagnétique classique attribue au champ éleciroma- 
gnétique, se montre d'un caractère différent de l’action matérielle ou gra- 
vitationnelle. 
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que l’espace. Il ne pourrait y avoir quelque part ailleurs un 
autre Univers car ce « quelque part ailleurs » n'existerait pas. 

La masse de ce volume d’eau n'est pas aussi grande que les 
évaluations les plus modérées de la masse du système stellaire. 
Quelques physiciens ont prédit que dans un avenir lointain, 
toute l'énergie sera dégradée et les étoiles tombées les unes sur 
` les autres se fondront toutes en une masse unique. Peut-être 
alors verrait-on réalisées les étranges conditions dont nous 
venons de parler ! 

Les lois de la gravitation, les lois de la mécanique, celles du 
champ électromagnétique ont toutes été englobées dans le 
Principe de Moindre Action. Cette unification s'était faite en 
grande partie avant la théorie de la relativité ; il n'y a que l'ad- 
dition de la gravitation qui soit nouvelle. Nous pouvons voir 
maintenant que si l’action est quelque chose d’absolu, une 
configuration quelconque réalisant l’action minimum sera sus- 
ceptible de recevoir une définition absolue ; nous pouvons donc 
nous attendre à ce que les lois de l'Univers puissent s’énoncer 
sous une forme analogue. On voit que le raisonnement est sem- 
blable à celui que nous avons fait pour identifier les lignes 
d'Univers naturelles des particules avec les hignes d'intervalle 
total maximum. Il faut avouer cependant que le fait que toute 
loi doit inévitablement revêtir une pareille forme nous décourage 
plutôt de chercher de ce oôté la voie qui pourrait nous conduire 
à la connaissance des détails de la structure de notre Univers. 

L'action est l’une des deux notions de la physique prérelati- 
viste qui aient subsisté sans modification dans une description 
de l'Univers absolu. L'autre survivant est l’entropie. La théorie 
de la relativité, avant sa venue, avait en quelque sorte projeté 
son ombre devant elle et la physique convergeait déjà vers deux 
grandes généralisations : le principe de moindre action et la 
deuxième loi de la thermodynamique ou principe de l’entropie 
maximum. 

Nous allons bientôt passer à des développements récents et 
plus obscurs de la théorie ; aussi, me semble-t-il opportun de 
jeter maintenant un coup d'œil sur les étapes franchies et de 
résumer les principaux résultats obtenus. 

1° L'ordre des événements de l Univers extérieur à nous est 
un ordre quadridimensionnel. 
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2° L'observateur, instinctivement ou volontairement, cons- 
truit un système de coordonnées (mode de division de l’espace 
et du temps) et situe les événements par rapport à ce système. 

3° Il semble théoriquement possible de faire une description 
des phénomènes sans faire intervenir aucun système de coor- 
données (par un catalogue de coïncidences) ; mais pareille des- 
cription serait d'un emploi difficile. Dans la pratique, la physi- 
que nous donne les relations des événements avec notre système 
de coordonnées ; tous les termes que l'on rencontre dans la 
physique élémentaire et la vie courante ont rapport à cet aspect 
relatif de l’ Univers. 

4° Des quantités telles que la longueur, la durée, la masse, 
la force, etc., n'ont pas de signification absolue ; leurs valeurs 
dépendent du système de coordonnées auquel on les rapporte. 
Quand on a bien saisi ce point, les résultats des expériences 
modernes au sujet des variations de longueur des corps rigides 
perdent tout caractère paradoxal. 

5° Il n'y a pas de système de coordonnées fondamental. Dans 
chaque problème particulier et plus spécialement dans les 
régions d'étendue limitée, il est possible de choisir un système 
de coordonnées qui épouse de plus ou moins près la structure 
absolue de l'Univers, ce qui simplifie la description des phéno- 
mènes qui s y produisent. Cependant la structure de l'Univers 
n'est pas de nature à se laisser représenter de manière absolue 
par des coordonnées et dans une région qui n’est plus petite le 
système de coordonnées doit être considéré comme entièrement 
arbitraire. Dans tous les cas, les systèmes utilisés dans la physi- 
que courante sont arbitraires. 

6° L'étude de la structure absolue de l Univers est fondée sur 
la notion d’ « intervalle » entre deux événements voisins, qui 
est un attribut absolu de ce couple d'événements, indépendant 
de tout système de coordonnées. On construit une géométrie 
de l'Univers en regardant l'intervalle comme l’analogue de la 
distance dans la géométrie ordinaire. 

7° Cette géométrie de l'Univers diffère de la géométrie eucli- 
dienne en ce sens qu'un intervalle entre deux événements réels 
peut être lui-même réel ou imaginaire. La nécessité d’une dis- 
tinction physique, correspondant à la distinction mathémati- 
que d'intervalles réels ou imaginaires, nous conduit à décom- 
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poser l'ordre quadridimensionnel en espace et en temps. Mais 
cette division n’est pas unique et la décomposition adoptée cou- 
ramment dépend de la ligne d'Univers de l'observateur. 

8° La géodésique ou trajectoire d'intervalle total maximum 
ou minimum entre deux événements distants a une signification 
absolue. Comme il n'existe aucun autre genre de trajectoire 
susceptible d’une définition absolue, nous devons en conclure 
que les lignes d'Univers des particules qui se meuvent libre- 
ment, sont des géodésiques. 

9° Dans la géométrie euclidienne, les géodésiques sont des 
lignes droites. II est évidemment impossible de choisir nos modes 
de mesure de l’espace et du temps de ‘telle sorte que toutes les 
particules libres contenues dans le système solaire se meuvent 
sur des lignes droites. Par suite la géométrie dans un champ 
de gravitation est nécessairement non euclidienne. 

10° Les lignes d'Univers de particules mobiles dans un champ 
de gravitation obéissent évidemment à quelque loi ; les géomé- 
tries possibles doivent donc se limiter à certains types. 

11° Cette limitation concerne la structure absolue de l’ Uni- 
vers ; elle doit être indépendante du choix du système de coor- 
données et ceci réduit le nombre possible des caractères distinc- 
tifs. Pratiquement, la seule hypothèse raisonnable que l’on 
puisse faire est celle-ci : « la courbure de l'Univers (dans une 
région vide de matière) ne doit pas être d'un degré supérieur 
au premier ». Tel est l'énoncé de la loi de la gravitation. 

12° On a cherché quel était le plus simple des types de cour- 
bure possédant ce caractère. On a trouvé que c'était une sorte 
de cheminée dont l'extrémité serait rejetée à l'infini mais que 
nous pouvons supposer coupée et terminée par une région où 
la loi de gravitation ne serait pas respectée, où, en d’autres 
termes, se trouverait de la matière. 

13° Les géodésiques de ce relief sont en accord extrêmement 
étroit avec les trajectoires prévues par la loi de gravitation de 
Newton. Les écarts légers à la loi newtonienne ont été confirmés 
expérimentalement par le mouvement de Mercure et la déviation 
de la lumière. 

14° La forme de relief la mieux appropriée serait celle d’un 
plissement s'étendant en ligne droite. L'intervalle total pris sui- 
vant sa direction étant réel, ou dans le temps, on peut prendre 
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cette direction pour axe des temps. La matière a donc une 
existence continue dans le temps. De plus, pour rester en accord 
avec la loi de gravitation, il faut admettre que tout plissement 
léger suit le trajet d’une géodésique dans le champ primitif de 
l'espace-temps ; ce qui confirme la conclusion à laquelle nous 
avons abouti dans le paragraphe (8). 

15° Les lois de la conservation de l'énergie et de la quantité 
de mouvement en mécanique peuvent se déduire de la loi de 
la courbure d'Univers ou loi de gravitation. 

16° Certains phénomènes tels que la contraction de Fitzge- 
rald ou la variation de la masse avec la vitesse, que l’on attri- 
buait autrefois à l’action de forces électriques, apparaissent 
` aujourd'hui comme des conséquences générales de la relativité 
de notre connaissance. En d’autres termes, longueur et masse 
n'étant que les relations de quelque chose d'absolu au système 
de coordonnées de l'observateur, nous pouvons prédire comment 
seront modifiées ces relations quand on changera le système de 
référence. 


CHAPITRE X 


Vers L'Inrini. 


The geometer of to-day knows nothing about the nature of actually 
existing space at an infinite distance ; he knows nothing about the proper- 
ties of this present space in a past or a future eternity. He knows, indeed, 
that the laws assumed by Euclid are true with an accuracy that no direct 
experiment can approach, not only in this place where we are, but in 
places at a distance from us that no astronomer has’ conceived ; but he 
knows this as of Here and Now ; beyond this range is a There and Then 
of which he knows nothing at present, but may ultimately come to know 
more (+). 


W.-K. Crarronp (1873). 


La grande difficulté rencontrée par la philosophie qui rejette 
l'existence d'un espace absolu, vient de la possibilité de mettre 
expérimentalement en évidence la rotation absolue. La rotation 
de la Terre autour de son axe fut suggérée par l'observation du 
mouvement diurne des corps célestes, c’est-à-dire essentielle- 
ment par une observation de rotation relative ; et, si la question 
en était restée là, il n'aurait jamais surgi la moindre difficulté. 
Or, nous pouvons mettre la même rotation en évidence, ou 
du moins une rotation à très peu près égale, par des méthodes 
qui semblent ne pas faire intervenir la présence des corps céles- 


(1) Le Géomètre actuel ignore tout de la nature de l'espace à l'infini 8 
il ignore tout également des propriétés de l’espace présent dans l'éternité 
passée ou dans l'éternité future. Il ne sait qu’une chose, c'est que les 
lois qu'admit Euclide sont exactes, à un degré de précision auquel ne peut 
prétendre aucune expérience directe, non seulement à l'endroit où nous 
sommes mais aussi à une distance de nous si grande que nul astronome 
ne peut la concevoir ; sa science se résume en ces deux points : Ici et 
Maintenant ; du « Là-bas » et de l’ « Alors » il ne sait rien actuellement 
mais peut-être son ignorance finira-t-elle par se dissiper. 
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tes. La planète Jupiter toute couverte de nuages a des habitants 
qui ignorent sans doute l'existence des corps extérieurs ; ils 
peuvent néanmoins fort bien mesurer la rotation de Jupiter. A 
l'aide du compas gyrostatique, ils détermineraient deux points 
fixes sur la planète — le pôle Nord et le pôle Sud. L'expérience 
de Foucault sur la variation du plan d’oscillation d’un pendule 
suspendu librement, leur permettrait de trouver la valeur de 
la vitesse angulaire autour de la ligne des pôles. Il existe donc 
sûrement une constante physique bien définie, une vitesse angu- 
laire autour de l’axe, qui, pour les habitants de Jupiter présente 
une importance capitale ; toute la question est de savoir si 
nous avons le droit de dire que cette constante mesure une rota- 
tion absolue. 

Prenons par opposition la translation absolue. Là, il n'est 
plus question de donner un nom plus ou moins exact à une 
certaine constante physique car les habitants de Jupiter n'au- 
ront aucune constante à désigner. Nous voyons toute la diffé- 
rence qui sépare une théorie de la relativité de translation d'une 
théorie de la relativité de rotation. Le rôle de la première est 
d'expliquer des faits ; la seconde doit chercher une explication 
qui mette en évidence le caractère décevant de certains faits 
et nous permette de les éliminer. 

Notre théorie actuelle semble nous offrir un moyen de résou- 
dre ce problème ; en réalité elle nous laisse en route. Elle per- 
met à l'observateur, s’il le veut, de considérer la Terre comme 
dépourvue de rotation mais par contre environnée par un champ 
de force centrifuge ; tous les autres corps de l'Univers tournent 
alors autour de la Terre, en suivant des orbites principalement 
déterminées par ce champ de force centrifuge. L'’astronomie, 
vue sous ce jour, est un peu moins maniable ; néanmoins tous 
les phénomènes s'expliquent parfaitement. La force centrifuge 
fait partie d’un champ de gravitation ; elle obéit à la loi d'Eins- 
tein de sorte que les lois de la nature sont compatibles avec ce 
mode de représentation. Il subsiste une question embarrassante. 
Quelle est la cause de la force centrifuge ? Ce n’est évidemment 
pas la Terre, que nous regardons ici comme dépourvue de mou- 
vement de rotation. À mesure que nous nous éloignons dans 
l'espace pour rechercher cette cause, la force centrifuge devient 
de plus en plus grande. Notre théorie ressemble au débiteur 
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qui recule constamment l'échéance, et ne s'aperçoit pas que 
sa dette devient en même temps plus lourde. Elle reporte à 
l'infini la cause cherchée en se contentant de constater que les 
lois de la nature — relations entre les parties contiguës de 
l'Univers — se trouvent partout satisfaites. 

Peut-on imaginer un moyen pour échapper à cette obligation P 
Notre nouvelle loi de la gravitation admet qu'un mouvement ra- 
pide du corps attirant modifie le champ de force. Si la Terre ne 
tourne pas, les étoiles, au contraire, doivent tourner autour d'elle 
avec des vitesses effrayantes. Ne peuvent-elles pas, en raison de 
ces vitesses considérables, produire par gravitation sur la Terre le 
champ de force que nous décrivons comme un champ de force 
centrifuge ? Ce serait là une véritable élimination de la rota- 
tion absolue que d'attribuer tous les effets observables indiffé- 
remment à la rotation de la Terre, les étoiles étant fixes, ou à 
la révolution des étoiles, la Terre restant au repos ; nous n'au- 
rions plus à compter qu'avec la rotation relative. TI me semble 
douteux que l'on puisse arriver à se persuader que les étoiles 
soient pour quelque chose dans le phénomène. Nous ne pou- 
vons croire que la suppression des corps célestes pourrait boule- 
verser le compas gyrostatique. En tout cas, le calcul montre 
que la force centrifuge ne saurait être attribuée au mouvement 
de toutes les étoiles connues, si éloignées sotent-elles. 

Nous sommes donc ie de renoncer à cette idée que les 
indices de la rotation terrestre — bourrelet équatorial, phéno- 
mènes gyrostatiques, etc. — sont dus à une rotation par sejp 
port à un genre de matière connu. Le philosophe qui persiste à 
soutenir Ke ‘on ne peut concevoir une rotation qui ne soit pas 
relative à de la matière, né manquera pas de répondre que 
cette rotation se fait par rapport à une sorte de matière qu'il reste 
à découvrir. Si nous devons beaucoup jusqu'ici aux hypothèses 
philosophiques pour le développement de la théorie c’est que ces 
hypothèses se rapportaient à des choses que nous connaissions ; 
l'expérience vint du reste les confirmer. En tant que physicien 
nous ne pouvons attacher la même importance au nouveau pro- 
blème qui se pose. Ce n’est pas que nous en contestions l'inté- 
rêt, mais il est en dehors de notre champ d’investigations. La 
physique demande à son schéma de la nature quelque chose de 
plus que la vérité ; c’est une certaine qualité que nous pouvons 
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appeler la convergence. La loi de la conservation de l'énergie 
n'est rigoureuse qu'autant qu'on l'applique à l'Univers entier ; 
mais ce qui fait sa valeur physique c’est qu'elle est vraie d'une 
manière très approchée pour un système limité même très res- 
treint. La physique est une science exacte parce que ses pro- 
blèmes, dans leurs parties essentielles, sont limités par de petits 
nombres de conditions ; elle nous conduit à la vérité avec un 
degré d'approximation sans cesse croissant à mesure que son 
champ d'action s'élargit. Les approximations de la physique 
forment une série convergente. L'Histoire est au contraire une 
science qui n'a pas ce caractère ; bien souvent on peut la com- 
parer à une série divergente ; on ne peut compter sur aucune 
approximation dans ses prédictions tant que les bases sur les- 
quelles elles s'appuient ne comprennent pas le dernier terme de 
la suite infinie des données. La physique, si elle veut conserver 
ses avantages, ne doit pas abandonner la méthode qui lui est 
propre ; elle doit continuer à formuler des lois qui sont vraies 
d'une manière très approchée pour le .connu borné que nous 
révèlent nos sens, et les étendre à l'inconnu. La relativité de 
la rotation n'a pas ce degré d'approximation pour les données 
de nos sens ; elle peut cependant être vraie si l'on fait inter- 
venir l'inconnu aussi bien que le connu. 

On peut appliquer à l'accélération les mêmes considérations 
qu'à la rotation ; la difficulté est pourtant moins frappante. Nous 
pouvons, si nous le voulons, attribuer au Soleil une accélération 
arbitraire quelconque en la contrebalançant par l'introduction 
d'un champ de gravitation uniforme. A cause de ce champ les 
autres étoiles se déplaceront avec la même accélération et aucun 
phénomène ne se trouvera modifié. Mais alors il semble néces- 
saire de rechercher la cause de ce champ. On ne peut l'attri- 
buer à la gravitation des étoiles. La seule ressource qui nous 
reste pour la recherche de cette cause, c'est de nous enfoncer 
de plus en plus dans les profondeurs de l'infini ; mais plus nous 
nous enfonçons plus grande doit être la masse attirante néces- 
saire à l'explication. D'autre part, l'accélération absolue de la 
Terre est loin de s ‘imposer à à notre attention comme sa rotation 


absolue (1). 


(1) Pour déterminer même grossièrement la valeur de l'accélération abso- 
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Nous avons vaguement conscience d'une difficulté dans ces 
résultats ; mais si nous regardons la chose de près, la difficulté 
ne paraît pas très sérieuse. La théorie de la relativité, telle que 
nous la comprenons, affirme que nos divisions de l’espace et du 
temps sont introduites par l'observateur et qu'elles sont com- 
plètement indépendantes des lois de la nature, que par suite les 
grandeurs que l’on rencontre couramment en physique telles que 
longueur, durée, masse, force, etc., n'ont pas de signification 
a Mais jamais nous n'avons nié l'existence de propriétés 
de l'Univers possédant une signification absolue et, en fait, nous 
avons passé beaucoup de temps à rechercher de telles propriétés. 
Les géodésiques, ou lignes d’Univers naturelles, ont, nous 
l'avons vu, une signification absolue ; il est possible, dans une 
région limitée de l'Univers, de choisir le mode de division de 
l’espace et du temps de telle sorle que toutes les géodésiques 
deviennent à très peu près des lignes droites. Le système choisi 
peut être dit système « naturel » pour la région considérée bien 
que l’espace et le temps correspondants ne soient pas ceux que 
Fon adopte en général dans la pratique ; ce sont, par exemple, 
l'espace et le temps des habitants du projectile de Jules Verne 
et non pas ceux du sur-observateur de Newton. Un pareil sys- 
tème est susceptible d’une définition absolue, mais il n’est pas 
défini par rapport au mouvement uniforme. La rotation terres- 
tre déterminée par le pendule de Foucault est une rotation 
rapportée à ce système naturel. IT faudrait que nous ayons mal 
compris notre propre théorie de la relativité pour penser qu'il 
y a quelque chose d’inadmissible dans l'existence d’une rota- 
tion absolue au sens précédent. 

Les particules matérielles et les géodésiques sont deux élé- 
ments de la structure absolue de l'Univers ; une rotation par 
rapport à une structure géodésique présente, semble-t-il, une 
analogie complète avec une vitesse par rapport à de la matière. 
Il y à pourtant un caractère assez frappant : la rotation paraît 


lüe de la Terre, il nous faudrait «voir une connaissance parfaite des causes 

perturbatrices apportées par l'ensemble de la matière contenue dans Il’ Uni- 

vers. Pareille connaissance serait nécessaire pour déterminer d’une manière 

exacte sa rotation absolue : mais la matière totale dont nous pouvons présu- 

mer l'existence aurait un effet si faible que nous pouvons admettre l'identité 

presque complète de la rotation absolue et de celle que donne l'expérience. 
13 
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relative non seulement à une structure géodésique locale mais 
à un système universel plus général, alors qu'il est nécessaire 
de spécifier d'une manière précise la matière par rapport à 
laquelle on mesure la vitesse. Il est vrai que c'est là en grande 
partie une question de degré de précision admis respectivement 
dans la détermination des vitesses et dans celle des rotations. Si, 
pour la vitesse d’une particule $, peu nous importe une erreur 
de 10.000 km./sec., il est inutile de spécifier d'une manière 
précise l'étoile ou la planète par rapport à laquelle est comptée 
cette vitesse: La vitesse angulaire (locale) de la Lune est parfois 
donnée avec 14 chiffres significatifs ; il me paraît douteux qu'un 
système universel soit assez bien défini pour supporter un pareil 
degré de précision. Il y a sans aucun doute une continuité bien 
plus grande dans la structure géodésique des différentes régions 
de l'Univers que dans leur structure matérielle, mais la diffé- 
rence est de degré plutôt que de principe. 

Je crois qu'ici, nous faussons compagnie à beaucoup de rela- 
tivistes du continent qui donnent une place capitale à un prin- 
cipe connu sous le nom de loi de causalité — seules les choses 
susceptibles d’être observées réellement dépendent causalement 
les unes des autres. Il semble que ce principe est généralement 
interprété comme donnant à la matière une supériorité sur la 
structure géodésique dans l'énoncé des lois physiques, bien 
qu'il soit plutôt difficile de voir comment une distribution de 
matière peut passer pour mieux observable que le champ de 
force qui l'entoure, champ qui nous donne la connaissance de 
cette distribution. Üe principe lui-même est discutable ; ce qui 
est observable pour nous est déterminé par l'intervention de notre 
propre structure et la loi de causalité semble imposer nos pro- 
pres limites au jeu libre des entités que contient le monde 
extérieur. Dans ce Livre, nous ne perdons de vue à aucun mo- 
ment la tradition des Faraday et des Maxwell ; la matière et l’élec- 
tricité ne sont pour nous que des points singuliers dans un 
champ de force, la nature manifestant surtout son activité dans 
les espaces intermédiaires que nous considérons comme vides. 

Le système de coordonnées universel mais mal défini auquel 
nous rapportons la rotation est appelé le système d'inertie. Jl est 
nettement défini dans l'espace-temps euclidien éloigné de toute 
matière. Dans la région ondulée et pleine de rides correspon- 
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dant à l'Univers stellaire, sa notion perd toute netteté. Ce n'est 
plus qu'un contour grossier, arbitraire dans une certaine 
mesure, mais possédant le caractère général indiqué. La 
raison de cette expression de système d'inertie est intéres- 
sante à connaître. Rien ne nous empêche de nous servir 
d'un système de coordonnées entièrement différent du sys- 
tème d'inertie (par exemple des axes tournants) ; nous avons 
vu qu'il y a en fin de compte une dette à payer si nous voulons 
connaître la cause d’un champ de force centrifuge d'origine 
inconnue. Est-ce à dire qu'il n'y a plus rien à payer quand on 
emploie le système d'inertie ? Dans ce dernier cas il n'y a plus 
à l'infini ni champ de gravitation, ni force centrifuge ; mais il 
y a toujours l'inertie qui est de la même nature. On ne peut 
songer à créer une distinction entre force et inertie sous pré- 
texte que l’une a une cause et que l’autre n’en a pas. Ce n'est 
pas parce que nous transformons toute notre dette en inertie 
pure que nous serons plus solvables. La dette est inévitable 
quel que soit le système de coordonnées utilisé ; nous avons 
tout juste la liberté de choisir là forme qu'elle peut prendre. 

Cette dette est, après tout, bien inoflensive. A l'infini nous 
avons les géodésiques absolues de l’espace et nous avons notre 
propre système de coordonnées tracé arbitrairement. La rela- 
tion des géodésiques au système de coordonnées nous apprend 
si nos axes tournent ou non ; théoriquement c'est cette relation 
que l’on détermine quand on mesure une rotation dite « abso- 
lue ». On ne pourrait raisonnablement s'attendre à ne rencon- 
trer aucune relation que l’on puisse déterminer. D'ailleurs, une 
translation uniforme ne modifie pas la relation des géodésiques 
au système de coordonnées — si primitivement ces géodésiques 
étaient des droites, elles resteront des droites — une translation 
uniforme ne peut donc se mesurer que par rapport à de la 
malière. 

Nous avons supposé que les conditions rencontrées dans les 
régions éloignées de l’espace mais encore accessibles à l’obser- 
vation peuvent être extrapolées à l'infini, et qu'il y a encore 
des lignes d'Univers naturelles bien définies loin de toute action 
de la matière. Des objections à cette manière de voir peuvent 
naître dans certains esprits. On peut se dire que si la matière 
influe sur la forme des géodésiques elle peut fort bien être la cause 
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unique de cette forme ; par suite, une région extérieure au 
champ d'action de la matière pourrait ne pas avoir de géodé- 
siques et par suite pas d'intervalles ; tous les potentiels seraient 
alors nécessairement nuls. Cette objection peut revêtir plusieurs 
formes différentes, mais le fond de l'argument paraît être que 
nous ne pouvons accepter sans réserves l'affirmation que cer- 
taines conditions valables dans les régions de l'Univers acces- 
sibles à l'observation peuvent être étendues aux régions inac- 
cessibles jusqu'à l'infini, comme si elles y avaient leurs sources ; 
on préfère trouver une explication du système d'inertie dans 
les propriétés rencontrées à distance finie. 

Si tous les intervalles s’annulaient, l'espace-temps se rédui- 
rait à un point ; il n'y aurait donc plus ni espace, ni temps, 
ni inertie, ni rien. Ainsi toute cause créatrice d’intervalles et de 
géodésiques doit, pour ainsi dire, agrandir l'Univers. Nous pou- 
vons nous imaginer l'Univers genda comme une feuille plane ; 
mais alors la cause de cette extension — la cause des intervalles 
— est rejetée en dehors des limites de l’espace et du temps, 
c'est-à-dire à l'infini. Tel est l'argument que Fon objecte mais 
l'auteur ne regarde pas cette objection comme bien puissante. 
Nous pouvons également supposer l'Univers arrondi comme 
un ballon que lon gonfle. Dans ce cas, la force qui contraint 
l'Univers à rester tendu, n’est pas rejetée à l'infini loin du 
domaine de l'investigation expérimentale ; elle agit en tout point 
de l’espace-temps, courbant l'Univers comme une sphère. Nous 
arrivons ainsi à la notion que l’espace-temps peut avoir une cour- 
bure fondamentale indépendante des dénivellations minuscules 
qu'introduit la matière dont l'existence nous est connue. 

Il n'est pas nécessaire pour expliquer cette courbure, d'aller 
chercher (par analogie avec le cas du ballon) quelque pression 
dans un Univers à cinq dimensions. Nous devons simplement 
y voir une tendance innée de l'espace- temps à à quatre dimensions 
à se courber. On peut se demander ce que nous gagnons à substi- 
tuer une courbure naturelle de l'espace-temps à la faculté de 
déploiement qui correspondait au système d'inertie. En tant 
qu'explication, rien. Mais il y a cette différence que la théorie 
du système d'inertie peut maintenant être rattachée à la loi 
différentielle de gravitation au lieu d'en être indépendante et 
de lui former un complément. 
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Nous n'oublierons pas qu’une des conditions qui nous ont 
permis d'établir la loi de gravitation était que l'espace-temps 
euclidien devait s’y conformer. Mais si l'espace-temps doit avoir 
une légère courbure naturelle indépendante de la matière, cette 
condition se trouve maintenant altérée. Il est aisé de trouver 
la modification corrélalive de la loi (+). Elle devra contenir une 
constante supplémentaire, et jusqu'ici inconnue, qui fixe les 
dimensions de l'Univers. 

L'espace sphérique n'est pas très facile à concevoir. Nous 
devons songer aux propriétés de la surface sphérique à deux 
dimensions et de plus essayer d'imaginer quelque chose de sem- 
blable dans le cas de l’espace à trois dimensions. Supposons- 
nous en un certain point et construisons une série de sphères 
ayant successivement des rayons de plus en plus grands. L'aire 
d'une sphère de rayon r est proportionnelle à r°, mais dans un 
espace sphérique les aires des sphères les plus éloignées ne ré- 
pondent plus à cette loi et ont des valeurs moe à celles qui 
en résulteraient. Il n’y a pas au loin autant de place que nous 
nous attendions à en trouver. Nous atteignons enfin une sphère 
d'aire maximum et telle que les sphères suivantes ont des aires 
qui commencent à décroître (2). La dernière de toutes ces sphè- 
res se réduit à un point — nos antipodes. N'y a-t-il plus rien au 
delà ? N'y a-t-il pas là pour nous arrêter quelque barrière infran- 
chissable ? Non, il n'y a rien au-delà et pourtant il n'y a pas 
non plus de limite. Sur la surface terrestre, de même, il n'y a 
rien au delà de nos antipodes et aucune limite ne s’y trouve pour 
nous arrêter. 

La difficulté provient de ce que nous essayons de nous repré- 
senter cet Univers sphérique en imaginant comment il nous 
apparaîlrait à nous, et à nos instruments de mesure. Nous ne 
connaissons rien que nous puissions lui comparer et c'est pour- 
quoi il nous semble paradoxal. Mais si nous pouvions nous libé- 
rer de notre point de vue personnel et regarder la sphéricité 
de l'Univers comme un fait extérieur à nous, nous le trouverions 
simple et naturel, et aussi vraisemblable que tous ceux que nous 
connaissons. 


(*) Appendice. Note 14. 
(2) L'aire doit, bien entendu, être détérminée par un procédé physique 
de mesure. 
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Dans un pareil Univers, aucune difficulté au sujet de cette 
dette sans cesse accrue que l’on doit payer à la limite : il n'y 
a plus de limite. La force centrifuge croît jusqu’à ce qu'on 
ait atteint la sphère d'aire maximum ; puis, obéissant toujours à 
la loi de gravitation elle diminue jusqu'à s’annuler aux anti- 
podes. La dette se trouve payée automatiquement. 

Nous ne devons pas nous exagérer l'importance du pas que 
nous avons franchi grâce à cette modification de la théorie. Une 
constante nouvelle a été introduite dans la loi de gravitation ; 
elle donne à l'Univers une étendue déterminée. fl n'y avait 
rien avant pour indiquer la grandeur de l'Univers ; on se le 
donnait a priori comme infini. Si nous lui accordons une éten- 
due suffisante pour que les intervalles ne puissent devenir inva- 
riablement nuls, nous pourrons définir en tout lieu les géodé- 
siques et par suite déterminer un système d'inertie. 

L'espace-temps sphérique — c’est-à-dire un continuum à qua- 
tre dimensions d'espace et de temps imaginaire formant une 
surface sphérique dans un espace à cinq dimensions — a fait 
l'objet d'une étude approfondie du Prof. de Sitter. Si l'on prend 
le temps réel, l'Univers est sphérique dans ses dimensions 
d'espace mais il s’évase comme un hyperboloïde vers les infinis 
positif et négatif du temps. Ceci, heureusement, nous épargne 
la nécessité de supposer qu’à force d'avancer dans le temps nous 
finirons par retrouver un instant déjà écoulé pour nous ! L'His- 
toire ne se répète pas. Dans les dimensions d'espace pur, au 
contraire, notre progression ininterrompue finira par nous 
faire revenir au point de départ. Ceci aurait des résultats phy- 
siques intéressants et nous verrons tout à l'heure qu'Einstem 
a bâti une théorie de l'Univers où l'on pouvait effectivement 
revenir au point de départ ; dans la théorie de de Sitter cette 
conséquence n'est qu'une abstraction car, comme il le dit lui- 
même, « tous les phénomènes paradoxaux ne peuvent se pré- 
senter qu'après la fin ou avant le début de l'éternité ». 

La raison en est la suivante. À cause de la courbure suivant 
la dimension de temps, plus nous nous éloignons de notre 
point de départ, plus le temps s'écoule vite ; en d’autres ter- 
mes, si nous voulons, les phénomènes naturels de même que 
les horloges naturelles sont de plus en plus lents. Finalement 
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on en arrivera à l'état décrit par Mr. H.-G. Wells dans « The 
new accelerator ». 

Quand nous arrivons à mi-chemin des antipodes, le temps 
s'arrête complètement. Comme au thé de Mad Hatter où il est 
toujours six heures, rien ne peut arriver, si longtemps que nous 
attendions. Impossible d'aller plus loin car tout en ce point, y 
compris la lumière, est condamné à un repos complet. Tout 
ce qui se trouve au delà nous est à jamais fermé par cette bar- 
rière du temps ; impossible à la lumière de faire son tour du 
Monde ! 

Voilà ce qui arrive quand on voit l'Univers d’un certain 
point ; mais si, attirés par l'agréable perspective de nous repo- 
ser sans cesse, nous allions visiter ce lieu de calme et de paix, 
nous serions bien désappointés car nous y trouverions une 
nature plus active que jamais. Nous pensions que le temps y 
était arrêté ; il marchait en réalité à son allure normale comme 
s’il suivait une cinquième dimension dont nous n'aurions pas 
connaissance. Jetant un regard en arrière sur notre demeure 
primitive, il nous semblerait alors que le temps y est arrêté. 
Le temps en ces deux lieux progresse suivant des directions 
perpendiculaires entre elles de sorte que si nous nous trouvons 
en un de ces points, le cours du temps là où nous sommes n'a 
aucune relation avec le temps que nous percevons à l’autre point. 
Le lecteur verra facilement qu'un être à deux dimensions appli- 
qué sur une surface sphérique et n'ayant aucune notion d'une 
troisième dimension, perdra, pour ainsi dire, une de ses dimen- 
sions quand il observera des objets situés à 90° de lui. Il retrouve 
cette dimension perdue s’il se rend au lieu observé et s'adapte 
lui-même aux deux dimensions qui s'y trouvaient. 

Il peut sembler que l'architecture de cet édifice singulier 
qui constitue l'Univers ait bien peu de rapports avec nos pro- 
blèmes pratiques. Mais est-ce bien certain ? Ne sommes-nous 
pas capables d'observer réellement le ralentissement des phé- 
nomènes lointains de la nature ? Ce que nous connaissons de 
plus éloigné, ce sont les nébuleuses spirales dont les distances 
par rapport à nous sont peut-être de l'ordre d’un million d'an- 
nées de lumière. Si les phénomènes naturels y sont ralentis, 
la vibration d'un atome est plus lente ; ses lignes spectrales 
caractéristiques apparaîtront donc déplacées vers le rouge. Nous 
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interpréterons en général ce résultat comme effet Doppler dû à 
un éloignement de la nébuleuse. Les mouvements dans la 
direction radiale d’un grand nombre de nébuleuses ont été déter- 
minés, en particulier par le Prof. Slipher. Les données ne sont 
pas aussi nombreuses que nous aurions pu le souhaiter mais 
sans aucun doute ce sont les grandes vitesses d’éloignement 
qui sont prépondérantes. Ceci peut être envisagé comme un 
effet naturel de l'évolution du Monde ; mais il se peut également 
que l'interprétation du déplacement spectral en tant que con- 
séquence d’une vitesse d'éloignement soit erronée ; l'effet serait 
alors dû au ralentissement des vibrations atomiques prédit 
par la théorie de de Sitter. 

Le Prof. Einstein préfère une autre théorie de la courbure 
de l'espace-temps. Son Univers, à lui, est cylindrique — courbe 
suivant l'espace à trois dimensions mais rectiligne suivant le 
temps. Le temps n'est plus courbe ; le ralentissement des phé- 
nomènes à grande distance de l'observateur disparaît totale- 
ment, et, avec lui, le léger appui expérimental apporté à la 
théorie par l'observation des nébuleuses spirales. Plus de bar- 
rière de repos éternel : un rayon lumineux peut faire le tour 
complet de l Univers. 

De grossières évaluations des dimensions de l'Univers ont 
été faites suivant différentes méthodes dans l'hypothèse de de 
Sitter et dans celle d'Einstein ; dans les deux cas le rayon est, 
pense-t-on, de l'ordre de 10!3 fois la distance du Soleil à la 
Terre. Un rayon lumineux issu du Soleil mettrait environ 
1.000 millions d’années à faire le tour de l'Univers ; après leur 
voyage, les rayons viendraient de nouveau converger en leur 
point de départ, pour diverger ensuite dans un nouveau circuit. 
Le lieu de convergence de ces rayons aurait toutes les propriétés 
d’un Soleil réel au point de vue lumineux et calorifique ; seu- 
lement, ce serait un Soleil immatériel. Ainsi, correspondant 
à notre Soleil, nous pourrions voir une série de soleils fantômes 
occupant les positions que le Soleil lui-même occupait il ya 
1.000, 2.000, 3.000, etc., millions d'années si (ce qui semble 
probable) l'on suppose que le Soleil était déjà lumineux en ces 
temps reculés. 

Il est assez amusant de penser que les différents phénomènes 
de l'Univers sidéral peuvent laisser là où ils ont eu lieu des 
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empreintes qui se reproduisent périodiquement. Peut-être une 
ou plusieurs des nombreuses nébuleuses spirales que nous 
apercevons ne sont-elles en réalité que des fantômes de notre 
propre système stellaire ! Peut-être aussi n'y a-t-il qu'une cer- 
taine proportion d'étoiles matérielles, les autres n'étant que des 
revenants optiques qui viennent hanter leurs anciennes demeu- 
res. Il n’est guère vraisemblable pourtant que les rayons lumi- 
neux après leur long voyage viennent converger en un point 
aussi exactement que le prévoit la théorie. Les légères déviations 
dues aux différents champs de gravitation rencontrés sur leur 
parcours suffiraient pour diminuer l'éclat du foyer de conver- 
gence. De plus, il est fort probable que la lumière serait peu 
à peu absorbée ou diffusée par la matière en suspension dans 
l'espace. 

Une thèse quelquefois soutenue c'est que le retour de l'onde 
lumineuse à son point de départ est dù à la force de gravitation, 
la matière répandue dans l'Univers étant suffisante pour per- 
mettre un trajet fermé de la lumière. Nous n'avons aucune objec- 
tion de principe à élever contre cette théorie ; nous doutons 
pourtant de son exactitude. La lumière peut parfaitement revenir 
à son point de départ dans un Univers dépourvu de gravitation. 
Nous pouvons enrouler un espace-temps plan suivant un cylindre 
et en souder les bords ; sa géométrie serait euclidienne et il n'y 
aurait pas de gravitation ; néanmoins un rayon lumineux peut 
fort bien faire le tour du cylindre et revenir au point de l'espace 
d'où il est parti. De même dans le type de cylindre plus com- 
plexe d'Einstein (courbé suivant trois dimensions et rectiligne sul- 
vant une quatrième) il paraît vraisemblable que le retour de la 
lumière soit dû autant au degré de connexion de l’espace qu'aux 
propriétés non euclidiennes qui résultent de l'existence du champ 
de gravitation. 

Dans l'hypothèse de l'Univers cylindrique d'Einstein, il faut 
admettre l'existence de quantités énormes de matière (ce qui 
n'est pas nécessaire dans la théorie de de Sitter), beaucoup plus 
considérables que celles que nous ont révélées nos télescopes. Cet 
excès de matière peut être distribué ou bien sous la forme d'étoiles 
lointaines et de galaxies situées hors des limites de notre champ 
de vision, ou bien elle peut être uniformément répandue dans 


x 


l'espace, sa faible densité la faisant échapper à nos investiga- 
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tions. Il y a une relation déterminée entre la densité moyenne 
‘de la matière et le rayon de l'Univers ; plus ce rayon est grand, 
plus petite doit être la densité moyenne. 

On peut faire à cette théorie deux objections. Tout d’abord 
nous avons rétabli l'espace et le temps absolus pour les phéno- 
mènes à l'échelle des grandeurs cosmiques. Le fantôme d'une 
étoile apparaît au lieu qu'occupait l'étoile quelques millions 
d'années auparavant ; une certaine distance bien définie sépare 
ce fantôme de la position actuelle de l'étoile — cette distance 
provenant du mouvement absolu de l'étoile dans l'intervalle (+). 
L'Univers pris dans son ensemble a une direction suivant laquelle 
il n'est pas courbe ; cette direction permet de distinguer un 
temps absolu de l'espace pur. La relativité n’est donc plus qu'un 
phénomène local ; bien que ce fait n'empêche pas la théorie que 
nous avons exposée UE de se trouver amplement satisfaite, 
nous sommes portés à à regarder avec quelque défiance cette limi- 
tation. Nous avons eu déjà dit que la théorie de la rela- 
tivité avait pour rôle non pas de nier la possibilité d'un temps 
absolu, mais de lui refuser toute intervention dans notre science 
expérimentale actuelle ; nous n'avons rien à modifier si la con- 
ception du temps absolu revêt une nouvelle forme dans la théo- 
rie de phénomènes d’un ordre de grandeur suffisant pour comp- 
ter dans l’évolution du Monde, phénomènes que nulle science 
expérimentale n’a pu atteindre jusqu'à présent. De même que 
tout observateur limité sépare à sa manière l’espace et le temps, 
un être aussi grand que l'Univers pourrait opérer sur l'espace- 
temps une division particulière qui lui soit naturelle. C'est le 
temps de cet être énorme qui a l'honneur de se voir qualifier ici 
d’ « absolu ». 

En second lieu, la loi de gravitation modifiée comporte une 
constante nouvelle qui dépend de la quantité totale de matière 
contenue dans l'Univers ; ou bien inversement, cette quantité 
totale de matière est déterminée par la loi de gravitation. Cela 
semble plutôt difficile à admettre — c'est même entièrement 
inadmissible sans une explication plausible du rapport qui existe 


() Le fantôme ne se forme pas là où l'étoile se trouve actuellement. 
Deux étoiles voisines au moment où la lumière les quitte donneront deux 
fantômes voisins bien qu’à l’époque où ceux-ci seront observables, les 
4} il fed A è él = 7 Ed L ë 
étoiles puissent être très éloignées l’une de l'autre. 
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entre l’une et l'autre. Nous voyons bien que, une fois fixée 
la constante de la loi de gravitation, il y a une limite supérieure 
à la quantité de matière possible ; plus on ajoute de matière dans 
les régions éloignées, plus l’espace s’incurve de sorte que finale- 
ment il se ferme ; on ne peut plus alors ajouter de matière car 
il n'y a plus de place et il faut revenir aux régions qui en con- 
tiennent déjà. Mais il semble que rien ne puisse s'opposer à 
une lacune de la matière, qui aurait pour effet d'empêcher 
l'espace de se fermer. Il semble nécessaire qu'il y ait quelque 
mécanisme grâce auquel ou bien la gravitation créerait de la 
matière ou bien l’ensemble de la matière de l'Univers intervien- 
drait pour déterminer la loi de gravitation. 

Ce point semble plutôt embarrassant à l’auteur ; il est, au 
contraire, fort bien vu des philosophes de l’école de Mach. On en 
peut tirer en effet cette conclusion que l'étendue finie de l'espace 
et du temps dépend de la quantité totale de matière distribuée 
dans l'Univers — en partie par son effet direct sur la courbure, 
et en partie par son influence sur la constante de la loi de gravi- 
talion. Plus il y a de matière, plus il se crée d'espace pour la 
contenir, et s’il n'y avait pas de matière du tout, l'Univers se 
réduirait à un point. 

Dans la philosophie de Mach, un Ünivers sans matière est 
inconcevable ; la matière n’est pas seulement le corps d’épreuve 
nécessaire pour mettre en évidence les propriétés du je ne sais 
quoi qui se trouvait là avant qu'elle y soit elle-même, et qui n’a 
de signification physique que par son intermédiaire ; elle est un 
facteur essentiel dans l'origine des propriétés que la matière est 
susceptible de manifester. L'inertie, par exemple, ne saurait 
apparaître par la simple introduction d’un corps d'épreuve dans 
l'Univers ; la présence d’une autre quantité de matière est en 
quelque sorte nécessaire pour la produire. On comprendra avec 
quel empressement cette philosophie reçut la théorie d'après 
laquelle l'espace et le système d'inertie naissent en même temps 
que la matière, et grandissent avec elle. Gomme les lois de Finer- 
tie ne sont qu'une conséquence de la loi de gravitation, on a 
pu résumer — peut-être inconsciemment — la philosophie de 
Mach dans cet énoncé profond : « Si l'Univers ne contenait pas 
de matière, la loi de gravitation n'existerait pas » ! 

Sans doute, un Univers sans matière où nul événement ne 
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pourrait jamais survenir, perdrait tout intérêt ; on pourrait même 
lui refuser le droit de passer pour un Univers. Mais un Univers 
uniformément rempli de matière serait tout aussi monotone et 
inutile ; il semble donc qu'on ait aussi peu de raison de nier 
la possibilité du premier cas que d'accepter celle du second. 

La discussion peut être résumée comme il suit : — dans un 
espace dépourvu de tout caractère absolu, une rotation absolue 
a aussi peu de sens qu'une translation absolue ; par suite l’exis- 
tence de cette grandeur délerminée expérimentalement que l'on 
identifie le plus souvent avec la rotation absolue, demande une 
explication. Nous avons remarqué page 51 qu'il serait difficile 
d'imaginer un schéma de l'Univers dans lequel le mouvement 
uniforme n'aurait aucun sens tandis que le mouvement non uni- 
forme en aurait un ; c'est pourtant à la conception d'un tel 
Univers que nous avons abouti — un « plein » dont les carac- 
tères absolus sont les intervalles et les géodésiques. Dans une 
région limitée, ce « plein » nous offre un système de référence 
naturel qui permet de mesurer une ‘accélération ou une rotation 
(mais non une vitesse) susceptibles de définitions absolues. Dans 
le cas d’une rotation, les distorsions locales du système de réfé- 
rence ont relativement très peu d'importance, ce qui explique 
pourquoi en pratique la rotation semble rapportée à un système 
d'inertie universel. 

Ainsi, la rotation absolue n’est pas l'indice d’un défaut dans 
la logique de la théorie que nous avons exposée ; il est donc 
inutile d'apporter quelque modification à nos vues. Peut-être, 
tout au plus, existe-t-il une théorie de la relativité un peu plus 
générale dans laquelle le « plein » dont nous avons admis l'exis- 
tence doit être regardé lui-même comme une abstraction des 
relations de la matière répandue à travers tout l'Univers, son 
existence dépendant essentiellement de cette matière. Cette théo- 
rie semble donner sans nécessité à la matière une importance 
exagérée. Elle peut être vraie ; mais nous n'en verrons pas la 
nécessité tant que l'expérience ne sera pas venue la confirmer. 
Einstein avait dans l’idée quelque théorie de ce genre quand 
il imagina son hypothèse de l'espace-temps cylindrique, puis- 
que cet espace-temps ne peut exister s’il n’y a pas de la matière 
pour le tenir déployé. Nous sommes libres maintenant d'admel- 
tre que l'hypothèse d’une planéité parfaite de l'espace-temps 
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dans les régions éloignées de l'espace est entièrement arbitraire, 
et il n'existe aucune justification qui nous permette de la soute- 
nir. Une faible courbure est possible à la fois logiquement et 
expérimentalement. Les arguments que l'on a pu proposer jus- 
qu'ici dans l’une et l'autre théorie, n’ont guère que la valeur 
de préjugés qui se dissiperaient du jour où les investigations 
expérimentales ou théoriques aboutiraient à quelque résultat 
capital venant trancher la question. La théorie électromagnéti- 
que de Weyl, discutée dans le chapitre suivant, assigne à la 
courbure de l'espace une fonction bien définie ; ceci modifie 
considérablement l'aspect de la question. Nous ne sommes pas 
allés encore assez loin dans cette voie pour pouvoir donner une 
opinion définitive ; néanmoins il semble que la conception de 
l'espace-temps cylindrique soit favorisée par le nouveau déve- 
loppement de la théorie. 

On peut se demander de quel droit la théorie d'Einstein — du 
moins telle qu'elle a été interprétée dans cet ouvrage — peut 
s'intituler une Théorie de la Relativité. Peut-être n’a-t-elle pas 
tous les caractères que nous avons pu associer à ce titre ; néan- 
moins, le lecteur qui nous a suivi jusqu ’1c1 reconnaîtra que notre 
réoherohe d’un Univers absolu a été à chaque pas guidée par 
la notion de la relativité des mesures physiques. On peut nous 
objecter qu'il ne faut pas regarder les géodésiques comme des 
entités fondamentales ; qu'une géodésique n'a aucun sens en 
elle-même ; que ce que nous faisons intervenir en réalité, c'est 
le rapport qu'il y a entre la particule qui décrit la géodésique 
et tout le reste de la matière contenue dans l'Univers ; qu'on ne 
peut concevoir la géodésique sans cette matière. A ces objections 
nous répondrions : « Votre particule matérielle n’est pas non 
plus fondamentale ; elle n'a aucun sens en elle-même ; ce que 
vous faites intervenir en réalité, c’est son « champ » — c'est- 
à-dire la relation qui existe entre les géodésiques qui l'environ- 
nent et l’ensemble des autres géodésiques contenues dans l'Uni- 
vers — on ne peut concevoir la matière sans son champ ». Tout 
ceci n'est qu'un enchevêtrement de relations ; la théorie physi- 
que part des éléments les plus simples, la théorie philosophique 
de ceux qui nous sont le plus familiers. Peut-être atteindront- 
elles le même but : mais leurs méthodes sont souvent dans fe 
désaccord le plus complet. 


CHAPITRE XI 


ELECTRICITÉ ET GRAVITATION. 


13. Non habebis in sacculo diversa pondera majus et minus. 
14. Nec erit in domo tua modius major et minor. 
15. Pondus habebis justum et verum et modius æqualis et verus erit 
tibi (). 
(Deuréronone, Chap. 25). 


La théorie de la relativité déduit de principes géométriques 
l'existence de la gravitation et les lois mécaniques auxquelles 
obéit la matière. Cette déduction de la mécanique à parlir de 
la géométrie a pu se faire non pas par l'addition d’un certain 
nombre d’hypothèses arbitraires mais au contraire par la sup- 
pression de certains axiomes non nécessaires, de sorte qu'un 
géomètre tel que Riemann aurait fort bien pu prévoir les carac- 
tères essentiels de l'Univers réel. Cependant la nature nous a 
réservé une grosse surprise — l'électricité. 

Ce n'est pas que les phénomènes électriques ne s'adaptent 
pas à la théorie de la relativité puisque, historiquement, c’est 
à eux qu'elle a dû de prendre son essor. Mais nous ne pourrons 
nous montrer satisfaits tant que ne sera pas né un accord plus 
étroit entre les propriétés gravitationnelles et électriques de l'Uni- 
vers. L’électron, qui paraît être la particule ultime de la matière, 
est un point singulier aussi bien du champ de gravitation que 
du champ électrique. Comment peut-on relier ces deux faits ? 
Le champ de gravitation, c'est l'expression d'un certain état 


(Œ) Tu n'auras pas dans ton sac deux sortes de poids, un gros et un petit. 
Tu n'auras pas dans ta maison deux sortes de mesures, une grande 

et une peite. 
Mais tu auras un poids juste et véritable, une mesure égale et fidèle. 
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de l'Univers qui se manifeste également dans la géométrie natu- 
relle que nous fait connaître la mesure ; le champ électrique, 
c'est aussi l'expression d'un état de Bi ce mais jusqu'ici 
personne n'a pu savoir s'il avait ou non un rapport avec la 
géométrie naturelle. Ne peut-il pas y avoir encore quelque 
axiome non nécessaire à écarter pour obtenir une géométrie plus 
générale où auront leur place à la fois le champ de gravitation et 
le champ électrique ? - 

Il existe une hypothèse arbitraire dans ła géométrie que nous 
avons exposée jusqu'ici, et le moment est venu d'en faire la 
remarque. Tout ce que nous avons dit a été basé sur la notion 
de l « intervalle » ; c’est, nous l'avons vu, une quantité que 
peuvent mesurer d'une manière absolue pour arriver à un résul- 
tat unique tous les observateurs quels qu'ils soient, et quels que 
soient leur mouvement et le système de coordonnées qu'ils 
emploient. Ceci suppose qu'ils ont tous des étalons de mesure 
identiques — règles graduées et horloges. Mais si À est en mou- 
vement par rapport à B et veut passer ses étalons à B pour 
contrôler cette identité, 1l doit arrêter leur mouvement ; ce qui, 
en pratique, signifie qu'il doit leur faire subir un bombardement 
moléculaire jusqu'à leur arrêt complet. Est-on en droit d’admet- 
tre que ce traitement n'a causé aucune modification de l’étalon ? 
Si À mesure le temps par la durée des vibrations d'un atome 
d'hydrogène, et l’espace par leur longueur d'onde, il est encore 
nécessaire pour la comparaison d’arrêter l'atome par un choc 
où entrent en Jeu des forces électriques. 

L’étalon de longueur en physique c’est la longueur d’une 
barre telle qu’elle était en 1799 quand elle fut déposée à Paris. 
Evidemment, jamais nous ne mesurerons directement un inter- 
valle avec cette longueur ; il doit y avoir une chaîne ininterrom- 
pue d'échelons intermédiaires s’étendant à la manière d’une trian- 
gulation géodésique à travers l’espace et le temps, d’abord dans 
le passé de la règle divisée que nous utilisons actuellement dans 
notre mesure, ensuite parmi les étalons secondaires qui la sépa- 
rent de l’étalon-type, enfin dans le passé de cet étalon suprême, 
c’est-à-dire dans l’histoire du mètre de Paris. Il se peut que ces 
échelons intermédiaires soient sans importance — que l’on arrive 
au même résultat quel que soit le chemin suivi pour atteindre 
l'étalon ; mais nous ne devons évidemment pas faire une pareille 
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hypothèse sans l'avoir longuement examinée. Nous devons 
construire notre géométrie de manière à impliquer l'existence 
des échelons intermédiaires et ne pas admettre a priori que la 
comparaison de l'intervalle avec l'étalon suprême a le caractère 
d’une action à distance. 

Mesurer des intervalles de directions différentes en un point 
de l’espace-temps ne nécessite pas une comparaison avec un éta- 
lon éloigné. Le physicien qui veut décrire des phénomènes se 
passant au voisinage d'un point P, établit pour faire ses compa- 
raisons d'intervalles : (1) un système de coordonnées ; (2) une 
unité de longueur (un étalon matériel) qu'il peut utiliser pour 
mesurer le temps si la vitesse de la lumière est prise égale à 
l'unité. A l'aide de ce système de référence il peut mesurer en 
fonction de son unité de longueur des intervalles très petits PP’ 
ayant leur origine en P et une direction quelconque ; il résu- 
mera les résultats dans la formule fondamentale 
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Si maintenant il veut répéter les mêmes mesures autour d’un 
autre point Q, il doit de nouveau établir en ce point un système 
de coordonnées et choisir une unité de longueur. Il est tout 
naturel qu'il essaie de simplifier le problème en se servant de ce 
qu'il appelle la même unité de longueur en P et en Q, c'est-à- 
dire en transportant du premier point au second une certaine 
règle matérielle ou quelque appareil équivalent. Si le chemin 
suivi par l'unité pour aller de P en Q n'importe pas, autrement 
dit si des copies de cette unité empruntant des chemins diffé- 
rents sont identiques les unes aux autres à leur arrivée en Q, la 
méthode ne présente aucune ambiguïté. C’est une question de 
pure métaphysique de savoir si l'unité en Q telle que nous 
venons de la définir est réellement la même qu'en P. Si au con- 
traire nos copies de l'unité ne sont plus d'accord à leur arrivée 
en Q, il ny a pas moyen d'identifier sans ambiguïté l'unité en 
Q avec l'unité en P. Supposons que P soit un événement qui 
ait lieu à Cambridge le 17 Mars, et Q un autre événement à 
Londres le 1° Mai ; nous cherchons s'il est possible qu'il y ait 
une différence dans les mesures faites avec notre étalon à Lon- 
dres le 1° Mai, suivant que cet étalon aura quitté Cambridge le 
1% Mars et sera resté jusqu'au 1° Mai à Londres, ou bien n'aura 
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quitté Cambridge pour se rendre à Londres que le 1* Mai. Au 
premier abord une telle différence ne semble guère probable ; 
mais les raisons qui nous font penser à cette possibilité seront 
exposées tout à l'heure. Si l'ambiguïté précédente existe réelle- 
ment la seule méthode possible est de définir : (1) un système de 
coordonnées qui remplisse toute la portion de l’espace-temps 
que l'on ait à considérer ; (2) une unité d'intervalle que nous 
appellerons une « jauge », en chaque point de l’espace-temps. 
La géométrie de l'Univers rapportée à un tel système sera beau- 
coup plus compliquée que la géométrie de Riemann dont nous 
avons fait usage jusqu'ici ; nous verrons que non seulement 
il nous din déterminer les dix fonctions g, mais encore 
quatre autres fonctions de point qui ont, comme nous le ver- 
rons, une signification physique importante. 

Naturellement, l'observateur simplifiera les choses en prenant 
en différents points ses jauges aussi égales que possible au point 
de vue des procédés ordinaires de comparaison. Mais il ne faut 
pas oublier que tant que la comparaison dépend de la route 
suivie, l'égalité rigoureuse n’est pas définissable ; nous admet- 
trons donc que les étalons exacts sont définis indépendamment 
les uns des autres en chaque point. 

C'est le problème déjà rencontré à propos des systèmes de 
coordonnées qui réapparaît de nouveau. Nous établissons des 
axes rectangulaires parliculiers au voisinage d’un point P ; nous 
voulons faire des observations au voisinage d’un point Q éloi- 
gné de P. A quelles coordonnées devions: -nous rapporter ces 
aa ? La réponse toute naturelle c'est que nous devons 
utiliser les mêmes coordonnées qu'en P. Mais sauf dans le cas 
d'un espace euclidien aucun criterium ne nous permet d'affirmer 
que telles coordonnées en Q sont les mêmes que celles en P. 
Dans nombre de cas cette ambiguïté est trop insignifiante pour 
nous arrêter ; mais, en fait, la seule méthode rigoureuse est 
de définir un certain système de coordonnées s'étendant à travers 
tout l'espace, la forme exacte des lignes coordonnées restant 
nécessairement arbitraire. Il faut de plus, en chacune des 
mailles, établir une jauge dont la longueur exacte soit arbitraire- 
ment choisie. Ceci fait, il faut ensuite effectuer des mesures d'in- 
tervalles (c'est-à-dire utiliser les jauges). Nous relions ainsi les 
propriétés absolues de l'Univers à nos systèmes de mailles et de 
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jauges arbitraires. La mesure nous permet de déterminer les 
fonctions g et les nouvelles fonctions supplémentaires qui définis- 
sent la géométrie du système de référence choisi et qui en même 
temps contiennent en elles la géométrie absolue de l'Univers — 
le genre d'espace-temps de notre champ d'expérience. 

Ayant fixé en chaque point une jauge-unité, nous pouvons 
parler sans qu'il en résulte la moindre ambiguïté de la variation 
de la longueur généralisée, c'est-à-dire de l'intervalle total d'une 
règle graduée qui se meut d’un point à un autre, la mesure de 
cette variation se faisant bien entendu par comparaison de la 
règle avec les différentes jauges-unités rencontrées sur son par- 
cours. Soit une règle de longueur généralisée l en P et dépla- 
çons-la successivement des quantités dz,, dx,, dx,, dx, ; soit 
Al l'accroissement total de sa longueur généralisée, exprimée en 
jauges-unités. La variation dépend autant de la différence des 
jauges aux deux points considérés que de la manière dont se 
comporte la règle pendant son déplacement ; mais il est impos- 
sible de séparer ces deux facteurs. Il est évident que À ne dépend 
pas de l car la variation de longueur doit être proportionnelle 
à la longueur primitive — à moins toutelois qu'il soit dépourvu 
de sens de chercher à mesurer une longueur généralisée par une 
comparaison avec les jauges (1). En outre À ne dépendra pas 
non plus de l'orientation de la règle, en ses positions initiale et 
finale, car la longueur généralisée est indépendante de la direc- 
tion (naturellement la longueur d'espace varie, mais il est déjà 
tenu compte de cette variation par l'intermédiaire des fonctions 
g). Ane peut donc dépendre que des déplacement dx,, dx,, dzs, 
dz,, ce qui nous permet d'écrire : 


À = kidz, + k,dz, + kdte + kidz,, 


pourvu que les déplacements soient suffisamment petits. Les 
coefficients k,, ka, ka, ka, sont relatifs au voisinage immédiat 
de P et ils diffèrent en général d’un point à l’autre de l'espace. 

Tout ce qui précède suppose que le résultat ne dépend pas 
de l’ordre dans lequel se font les déplacements dx,, dzz, dz3, dx, 


() Nous ne voulons pas nous arrêter à cette idée que si le mètre étalon 
varie de telle sorte que sa longueur devient égale à deux mètres, chacun 
de ses centimètres deviendra égal à trois centimètres. 
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— en d’autres termes, l'ambiguïté provenant d'une mesure ayant 
emprunté des chemins différents disparaît à la limite quand 
ces chemins deviennent suffisamment courts. Gette hypothèse 
est parallèle à cette autre faite plus haut d’une manière implicite 
que l'intervalle total d'un arc de ligne d'Univers d’un point P 
à un point Q dépend bien de cette ligne et que l'on ne peut 
attacher un sens précis à l'intervalle qui sépare ces deux points 
sans spécifier le chemin suivi pour aller de l’un à l'autre, mais 
que néanmoins à la limite il existe un intervalle élémentaire 
bien défini entre P et Q quand ces points se rapprochent suffi- 
samment l’un de l’autre. 

Pour comprendre la signification des nouveaux coefficients 
k rappelons rapidement ce que représentent les fonctions g. Ce 
sont tout d'abord des quantités provenant des mesures expéri- 
mentales d’intervalles ; elles décrivent la géométrie du mode 
de division de l'espace-temps adopté par l'observateur. Comme 
conséquences, elles décrivent également le champ de force gra- 
vitationnelle, centrifuge, etc., que cet observateur perçoit autour 
de lui. Elles se rapportent à son système de coordonnées parti- 
culier ; en changeant ce système il peut modifier leurs valeurs 
mais pas tout à fait à son gré. De leurs valeurs peuvent être 
déduites des propriétés intrinsèques de l'Univers — le genre de 
l'espace-temps dans lequel ont lieu les phénomènes. De plus, 
elles remplissent une condition bien déterminée — la loi de 
gravitation — de sorte que tous les espaces-temps possibles 
mathématiquement et toutes les valeurs arbitraires des g ne se 
rencontrent pas nécessairement dans la nature. 

Tout ceci s'applique également aux k en remplaçant les sys- 
tèmes de coordonnées par les systèmes de jauges et la gravita- 
tion par quelque force inconnue actuellement. On peut les déter- 
miner théoriquement par des mesures d’intervalles ; mais ils se 
manifestent à l'observateur d’une manière plus nette par cette 
propriété qu'ils ont de décrire un certain champ de force. Les k 
se rapportent au système de jauges arbitraire choisi par l’obser- 
vateur ; cependant, celui-ci en modifiant son système de jauges 
ne peut à son gré faire varier les valeurs des k. Ces valeurs 
renferment des propriétés intrinsèques de l'Univers qui ne sont 
pas altérées par un changement quelconque du système de jau- 
ges. Nous pouvons de plus nous attendre à ce qu'elles obéissent 
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à quelque loi analogue à la loi de gravitation de sorte que toutes 
les valeurs arbitraires des k ne se rencontrent pas nécessaire- 
ment dans la nature. 

IL est clair que les k doivent se rapporter à un genre de phéno- 
mènes qui jusqu'ici n'est pas encore apparu dans notre ana- 
lyse ; l'idée qui nous vient à l'esprit c'est qu'ils correspondent 
au champ électromagnétique. Cette hypothèse se trouve singu- 
lièrement aflermie si nous voulons bien nous souvenir que le 
champ électromagnétique est en fait défini en chaque point 
quand on connaît les valeurs de quatre quantités, à savoir les 
trois composantes du potentiel vecteur électromagnétique et le 
potentiel scalaire électrostatique. C’est sûrement plus qu'une 
coïncidence que le physicien ait précisément besoin de quatre 
quantités supplémentaires pour déterminer l'état de l'Univers 
en un point de l'espace et que quatre quantités lui soient four- 
nies par la suppression d'une restriction assez illogique de notre 
système géométrique de mesures naturelles. 

[Le lecteur voudra bien m'excuser si je m'adresse plus spé- 
cialement aux physico-mathématiciens. Prenons les coordon- 
nées rectangulaires non accélérées ordinaires x, y, z, t, et rem- 
plaçons kı, ka, ka, k, par F, G, H, — ® d'où 

dl 


== Fdx + Gdy+Hds— dt, 


En intégrant : 
log 1+C= [(Fdz+ Gdy + Hdr— dt). 
La longueur l ne dépendra pas du chemin suivi si : 
Fdz + Gdy + Hdz— dt 


est une différentielle totale exacte. D'où les conditions : 


H G 2 2F 0H G 2F 
dy dz 2A DE DC dy z 
dp dF = dp 2G dp 0H 

— — — — — — — — — — — — — = ( 
dL dt 2 dy dt ? z dt z 


Si F, G, H, ® sont les potentiels de la théorie électromagné- 
tique, les premiers membres des formules précédentes nous don- 
nent précisément les expressions des trois composantes de la 
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force magnétique et des trois composantes de la force électrique 
telles qu'on les rencontre dans les traités. La condition pour 
que des intervalles éloignés puissent être comparés directement 
sans qu'il y ait lieu de spécifier un mode particulier de compa- 
raison est donc que la force électrique et la force magnétique 
soient nulles en tous les points de l'espace-temps situé entre 
les deux intervalles. 

On peut remarquer que même une fois le système de coordon- 
nées fixé, les potentiels électromagnétiques n’ont pas une valeur 
unique ; des quantités supplémentaires entièrement arbitraires 
peuvent leur être ajoutées pourvu que ces quantités forment une 
différentielle totale exacte. C'est précisément cette latitude qui, 
dans notre théorie géométrique, se traduit par un choix arbitraire 
du système de Jauges. Les forces électriques sont d'autre part 
indépendantes du système de jauges car celui-ci se trouve éli- 
miné quand on prend le « Rotationnel » |. 

Il apparaît donc que les quatre quantités qui se sont intro- 
duites dans notre géométrie généralisée peuvent être réellement 
les quatre potentiels de la théorie électromagnétique ; de plus, 
quand il n'y a pas de champ électromagnétique, notre géomé- 
trie primitive est valable. Dans le cas le plus général, au con- 
traire, il nous faut adopter la géométrie la plus générale qui 
fait intervenir quatorze coefficients, dix d’entre eux servant à 
décrire les propriétés gravitationnelles de l'Univers, et les quatre 
autres ses propriétés électriques. 

Nous devons maintenant rechercher la loi du champ électro- 
magnétique en suivant la même marche que dans la recherche 
de la loi de gravitation, en posant qu'elle ne doit pas dépendre 
du système de coordonnées non plus que du système de jauges 
puisqu'elle a pour but de limiter le nombre de tous les genres 
possibles d'Univers qui peuvent exister dans la nature. Fort heu- 
reusement, ceci ne présente aucune difficulté car la loi exprimée 
par les équations de Maxwell et qui est universellement recon- 
nue, remplit ces conditions. Il n’est pas besoin de la modifier 
profondément comme nous avons dû le faire pour la loi de gra- 
vitation. Il nous faut cependant la généraliser pour la rendre 
applicable au cas où un champ de gravitation vient se super- 
poser au champ électromagnétique — sans nous en tenir, comme 
le fit Maxwell, à l’espace-temps euclidien. La déviation des ondes 
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électromagnétiques (lumière) par un champ de gravitation ne 
doit être qu'une conséquence nécessaire de cette loi généralisée. 

A vrai dire, les lois de la gravitation et du champ électro- 
magnétique ne forment pas deux lois mais une seule, de même 
que la géométrie des g et celle des k ne sont qu'une seule et 
même géométrie. S'il est souvent plus commode de considérer 
ces deux lois séparément, il n’en est pas moins vrai que ce ne 
sont que des parties de la condition générale qui limite le nombre 
de tous les genres possibles de systèmes mesurables que l'on peut 
rencontrer dans un espace vide. 

Nous devons nous rappeler que le quadruple degré d'arbi- 
traire de notre système de coordonnées impliquait l'existence 
de quatre identités exprimant, comme nous l'avons vu, la con- 
servation de l'énergie et de la quantité de mouvement. Dans la 
géométrie nouvelle il y a cinq degrés d’arbitraire, le cinquième 
degré étant introduit par le choix du système de jauges. Ce 
cinquième degré peut donner naissance également à une iden- 
tité ; en fait, on a trouvé que cette identité exprimait la conser- 
vation de l'électricité. 

La comparaison suivante aidera peut- 
caractère de la nouvelle géométrie. Supposons qu'un observateur 
ait construit en un certain point P un segment de droite ayant 
une certaine longueur et une certaine direction et qu'il se pro- 

ose de construire un segment exactement semblable en un 
point éloigné Q. S'il est sur un terrain plat, il ne trouvera aucune 
difficulté à effectuer cette opération ; il y procédera par échelons 
successifs à l’aide d’une sorte de triangulation et la route qu'il 
aura choisie n’influera pas sur le résultat. Nous savons d'une 
manière certaine qu'il n'y a qu'une direction en Q qui soit paral- 
lèle à la direction primitive en P et c'est une chose admise dans 
la géométrie ordinaire que la longueur du segment est égale- 
ment déterminée. Mais si le terrain n’est pas plat, il en va tout 
autrement. Imaginons qu'un observateur à.deux dimensions 
confondu avec la surface courbe de la Terre essaye de mener à 
bien l'opération précédente. Comme il ne peut percevoir la 
troisième dimension 1l ne pourra pas non plus se rendre compte 
immédiatement de l'impossibilité du problème et il trouvera que 
la direction qu'il a transportée en Q diffère suivant le chemin 
qu'il a suivi. Ou encore, s'il décrit un circuit qui le fasse reve- 
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nir à son point de départ, il s'apercevra à son retour en P que 
cette direction qu'il avait mis tant de soin à conserver pendant 
son voyage, n'est plus la direction initiale (1). C'est cette pro- 
priété que l'on exprime en disant que dans un espace courbe 
la direction n'est pas intégrable, et c'est précisément cette non- 
intégrabilité de la direction qui caractérise le champ de gravi- 
tation. Dans le cas envisagé, la longueur du segment se trouvera 
conservée pendant le déplacement ; mais il est possible de con- 
cevoir un genre d'espace plus général dans lequel la longueur 
que l’on s'efforce, en même temps que la direction, de con- 
server identique à elle-même pendant tout le voyage, ne coïn- 
cide plus une fois revenue au point de départ avec la longueur 
initiale. On dit dans ce cas que la longueur n'est pas inté- 
grable et la non-intégrabilité de la longueur caractérise le 
champ électro-magnétique. Une longueur associée à une 
direction forme ce que l'on appelle un vecteur ; la combinaison 
champ de gravitation—champ électromagnétique est l'indice de 
l'influence de l'Univers sur nos mesures, influence qui se tra- 
duit par la transformation insensible et continue en un vecteur 
différent d’un certain vecteur auquel par un procédé physique 
on fait décrire un contour fermé. 

La fusion de la gravitation et de l'électricité en une géomé- 
trie unique est l'œuvre du Prof. H. Weyl qui publia un premier 
travail en 1918 ©). Il me semble devoir entraîner la conviction, 
bien qu'aucune épreuve expérimentale n'ait encore été propo- 
sée. Inutile de dire qu’une longueur qui a décrit un des circuits 
que la pratique nous offre journellement, n’a varié pendant le 
parcours que d'une quantité infinitésimale et que les mani- 
festations courantes du champ électromagnétique sont les consé- 


(1) On pourrait penser que toute ambiguïté disparaîtrait si l’ observa- 
teur se représentant la direction primitive dans l’espace à trois dimensions, 
projelait celte direction sur la surface à deux dimensions en un point de 
celle-ci pour oblenir en ce point la direction cherchée. Seulement, l'espace 
à trois dimensions que l’on suppose contenir l’espace courbe à deux dimen- 
sions est entiñrement arbitraire. Aucune expérience ne peut apprendre à 
un observateur à deux dimensions s’il est sur un plan ou sur un cylindre, 
sur une sphère ou sur quelque autre surface convexe de même courbure 
totale. 


() Appendice. Note 15. 
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quences de variations absolument imperceptibles dans les mesu- 
res directes. À ce propos nous ne devons pas oublier que le 
champ de gravitation ne se perçoit également que par d'autres 
effets et non par la mesure directe des intervalles. 

La théorie semble exiger que, par exemple, un atome n'ait 
pas une durée de vibration entièrement indépendante de son 
histoire antérieure. On peut admettre que les passés des atomes 
terrestres se ressemblent assez entre eux pour qu'il n'y ait pas 
de différence sensible dans les périodes de vibration d’atomes 
de même nature. Nous avons déjà fait allusion à cette possibilité 
que la différence systématique dans les passés de l'atome solaire 
et de l'atome terrestre pourrait avoir un effet sur le déplace- 
ment des raies spectrales solaires. Il paraît assez douteux, 
néanmoins, que cet effet soit assez important pour masquer le 
déplacement prévu. 

Il peut sembler difficile d'identifier ces propriétés géométri- 
ques abstraites de l'Univers avec les forces physiques de l’élec- 
tricité et du magnétisme. Comment relier, par exemple, la 
variation de longueur qu'aurait subie une barre pendant 
son déplacement le long d'un circuit fermé dans l'espace-temps, 
et la sensation d’une secousse électrique ? Les potentiels géo- 
métriques (k) obéissent aux lois connues des potentiels électro- 
magnétiques et chaque entité de la théorie physique — charge, 
force électrique, élément magnétique, lumière, etc. — a un 
équivalent exact dans la théorie géométrique ; cette correspon- 
dance: purement formelle est-elle une base suffisante pour auto- 
riser l'identification ? Le doute qui s'élève dans nos esprits pro- 
vient de ce que nous n'acceptons pas le formalisme dans les 
sciences physiques. « Telle chose n’est pas celle dont je parle, 
bien que toutes deux se comportent de la même manière », 
voilà une phrase qui pour le physicien n’a aucun sens. Tout 
ce qui se comporte exactement comme l'électricité doit être pour 
nous de l'électricité. La différence de forme est la seule que 
puisse reconnaître le physicien ; la différence d'individualité, 
si elle a un sens, n'a aucun rapport avec les manifestations phy- 
siques. 

Nos explorations de l'Univers ne peuvent se faire qu'avec des 
appareils qui sont eux-mêmes des parties de l'Univers. L'appareil 
idéal se compose d’un petit nombre de constituants simples — 
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une particule neutre, une particule chargée, une règle graduée 
rigide, etc... Les éléments absolus de l'Univers se rapportent 
comme nous l'avons vu aux indications de ces corps d’épreuve, 
el ses caractères principaux sont si simples que nous avons à 
notre disposition une surabondance d'appareils pour les attein- 
dre ; sans doute, la seule exploration par une particule neutre 
pourrait-elle, théoriquement du moins, nous faire trouver tout 
ce qui est à connaître. En réalité, nous préférons découvrir les 
propriétés de l'Univers à l’aide de règles graduées et d'horlo- 
ges — les premières pour la mesure des intervalles dans l’espace 
ou imaginaires, les secondes pour celle des intervalles dans le 
temps ou réels ; nous parvenons ainsi à une conception géomé- 
trique complète de l Univers. Il est probable que nous pourrions 
en obtenir une conception mécanique non moins complète en 
prenant pour étalon-indicateur une particule neutre ; ou bien 
une conception électrique par l'emploi d'une particule chargée. 
Dans chacun des différents problèmes que l'on a à résoudre 
il y a le plus souvent un corps d'épreuve qui est mieux appro- 
prié que les autres. C’est ainsi que la méthode d'exploration du 
champ de gravitation à l’aide d’une particule mobile est bien 
plus sensible que son étude métrique au moyen d’une règle 
graduée. On pourrait théoriquement étudier le champ électri- 
que par la variation de longueur d'une règle assujettie à décrire 
une trajectoire fermée, mais il est infiniment préférable de n'uti- 
liser qu'un fragment infime de la règle — un électron. En géné- 
ral, dans la pratique, pour se trouver dans les meilleures con- 
ditions on ne prend pas tel ou tel type simple d'instrument 
mais un appareil complexe conçu pour une expérience particu- 
lière. Si nous insistons sur l'interchangeabilité théorique des 
corps d’épreuve, c’est qu'elle fait bien ressortir l'unité et la sim- 
plicité de l'Univers ; pour cette raison, il est important de mon- 
trer que l'on peut trouver ses propriétés électromagnétiques au 
moyen de règles divisées ou d’horloges, si inadéquates soient- 
elles pratiquement comme instruments de mesures électri- 
ques. 

La théorie de Weyl ouvre la voie à des développements 
intéressants. Les détails de cette nouvelle théorie comportent 
de grosses difficultés mathématiques ; cependant il est possible 
d'en donner un aperçu général. Comme dans la théorie plus 
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restreinte d Einstein, il y a en tout point une caractéristique 
importante de l'Univers que l’on appelle la courbure ; mais dans 
la nouvelle théorie, ce n’est plus un invariant au sens strict du 
mot. Elle est bien indépendante du système de coordonnées, 
mais elle varie avec le système de jauges. Il est évident que le 
nombre qui exprime le rayon de courbure de l'Univers en un 
point doit dépendre de l'unité de longueur ; nous ne pouvons 
donc pas dire que les courbures en deux points sont égales 
d’une manière absolue car elles dépendent des jauges attachées 
à ces deux points. Inversement le rayon de courbure de l’ Uni- 
vers donne en chaque point une jauge naturelle et absolue ; 
nous introduirons sans doute dans nos lois le maximum de symé- 
trie possible le jour où nous prendrons comme jauge attachée 
à chaque point le rayon de courbure lui-même, ou une iraction 
bien déterminée de celui-ci. Nous forcerons pour ainsi dire l Uni- 
vers à être sphérique en adoptant en chacun de ses points une 
unité de longueur qui le rendra tel. Nos règles divisées, quand 
nous les déplaçons, subissent des variations de longueur par 
rapport à cette unité absolue suivant le chemin qu'on leur a fait 
prendre ; ce sont ces variations qui correspondent au champ 
électromagnétique. L'espace courbe d'Einstein trouve tout natu- 
rellement sa place dans cette théorie ; nulle région de l'espace- 
temps n'est plane même en l'absence de matière ordinaire car 
ce serait dire que le rayon de courbure est infini, et il n’y aurait 
aucune jauge naturelle pour déterminer, par exemple, les dimen- 
sions d'un électron — l'électron ne pourrait savoir quelle gran- 
deur il devrait prendre s'il n'avait plus de point de comparaison. 

Le rapport qu'il y a entre la forme de la loi de gravitation 
et la quantité totale de matière répandue dans l'Univers nous 
semble maintenant moins mystérieux. La courbure de l'espace 
nous fournit indirectement la jauge qui- nous sert à mesurer 
la quantité de matière que contient l'Univers. 

La courbure dépendant de cette jauge, Weyl he l'identifie 
pas avec la quantité la plus fondamentale de la nature. Il y 
a cependant un invariant un peu plus compliqué qui est un nom- 
bre pur et c’est lui qui fut identifié avec l'Action (+). Nous 
pouvons alors dire qu’à l'intérieur de tel volume de l'espace- 


(1) Appendice. Note 16. 
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temps l'action est égale à 5 sans nous embarrasser d’un choix 
de coordonnées et d'unités de mesure ! On pourrait s'attendre 
à ce que l’action représentée par le nombre 1 présentât des pro- 
priétés intéressantes ; ce pourrait être, par exemple, un atome 
indivisible d'action. L'expérience a permis d'isoler ce que l'on 
croit être des actions-unités ; ce sont du moins des quantités 
qui dans nombre de phénomènes se conduisent comme des 
atomes indivisibles et que l’on a appelés des quanta. La théorie, 
au point où elle en est actuellement, ne nous permet pas de 
représenter le quantum d'action par le nombre 1. Le quantum 
n'est qu'une fraction extrêmement petite de l'unité absolue. 

Quand nous rencontrons un nombre pur ayant dans l Univers 
quelque signification absolue, il est naturel d'en chercher 
une interprétation. T peut représenter un certain nombre 
d'entités distinctes, mais dans ce cas, nécessairement, ce 
nombre doit être entier ; or il semble que l'action puisse pren- 
dre des valeurs fractionnaires. Un angle est ordinairement repré- 
senté par un nombre pur ; seulement ce n'est qu'une appa- 
rence ; on ne peut évaluer un angle qu'une fois fixée l'unité d'an- 
gle de même qu'on ne peut mesurer une longueur qu’en fonction 
d'une unité de longueur. Je ne connais qu'une interprétation d’un 
nombre fractionnaire doué d'une signification absolue, bien qu'il 
y en ait d'autres sans aucun doute : c'est le nombre qui exprime 
la probabilité de quelque chose, ou bien quelque fonction de 
cette probabilité. La fonction précise est facile à trouver. Les 
probabilités se combinent par voie multiplicative alors que c’est 
par voie additive que se fait la combinaison des actions ; par 
suite le logarithme d’une probabilité est tout indiqué. De plus, 
comme le logarithme d’une probabilité est nécessairement néga- 
tif, nous pouvons identifier, provisoirement du moins, l’action 
avec le logarithme changé de signe de la probabilité statistique 
de l’état actuel de l'Univers. 

Cette hypothèse est particulièrement séduisante car le Principe 
de Moindre Action devient alors le Principe de Probabilité 
Maximum. La loi de la nature est que l’état réel de l'Univers est 
celui qui est statistiquement le plus probable. 

La théorie de Weyl nous montre aussi que la masse d’une 
portion de matière est nécessairement positive ; d’après la théo- 
rie primitive rien ne s'opposait essentiellement à l'existence d’une 
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masse négative. La théorie montre de plus jusqu’à un certain 
point pourquoi l'Univers a quatre dimensions. Mathématique- 
ment, il paraît si simple de faire une généralisation à n dimen- 
sions de la géométrie, que nous pourrions nous attendre à ce 
qu'un Univers à quatre dimensions ait un équivalent à cinq 
dimensions. Il semble ne pas en être ainsi car il y a un certain 
nombre de propriétés essentielles presque indispensables pour 
l'existence de l'Univers et qui ne peuvent exister que pour qua- 
tre dimensions. Peut-être est-il possible de comparer ceci à la 
difficulté bien connue que l'on rencontre dans la généralisation 
à plus de trois dimensions de la notion de nœud ; le nœud 
ne peut exister que dans un espace à un nombre impair de 
dimensions et non dans un espace en ayant un nombre pair. 

Enfin, la théorie nous donne un moyen pour attaquer le pro- 
blème de l'explication de la tension électrique de l’électron ; 
du moins nous montre-t-elle pourquoi la force de gravitation est 
si faible par rapport à la force électrique. Rappelons qu'à la 
masse du Soleil nous avons associé une certaine longueur, sa 
masse gravitationnelle, égale à 1,5 kil. La masse gravitation- 
nelle ou rayon gravitationnel de l'électron est de 7 x 10-% cm. ; 
à ses propriétés électriques est de même associée une longueur 
de 2 x 107% cm. que lon appelle son rayon électrique et l’on 
admet aujourd'hui que c’est ce dernier qui correspond aux di- 
mensions réelles de l’électron. La théorie suggère que le rapport 
du rayon de gravitation au rayon électrique, 3,5 x 10%, doit 
être du même ordre de grandeur que le rapport de ce dernier 
au rayon de courbure de l'Univers. Le rayon de l'espace serait 
alors de l’ordre de 6 x 102 cm. ou 2 x 1011 parsecs (1), éva- 
luation plus forte que celle faite par de Sitter, mais qui appar- 
tient encore au domaine des choses possibles. 


(1) Rappelons que le « parsec » est une unité astronomique égale à la 
distance d’une étoile fictive dont la parallaxe serait de r° ; c’est 200.000 
fois environ la distance du Soleil à la Terre. (Note du Trad.). 
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Cetle harmonie que l'intelligence humaine croit découvrir dans la 
nature, existe-t-elle en dehors de cette intelligence ? Non, sans doute, 
une LE complètement indépendante de l'esprit qui la conçoit, la voit 
ou la sent, c’est une impossibilité. Un monde si extérieur que cela, si 


` 


même il existait, nous serait à jamais inaccessible. Mais ce que nous 
appelons la réalité objecuve, c’est, en dernière analyse, ce qui est commun 
à plusieurs êtres pensants, et qui pourrait être commun à tous ; cette partie 
commune, nous le verrons, ce ne peut être que l’harmonie exprimée par 
des lois mathématiques. 

H. Porncaré (La Valeur de la Science). 


Les résultats auxquels aboutit la théorie de la relativité sont 
basés sur deux principes que nous avons énoncés — le principe 
de relativité restreinte et le principe d'équivalence. On peut les 
résumer sous cette forme unique : les mouvements uniformes 
et les champs de force sont essentiellement relatifs. Sous leur 
forme plus explicite ce sont des généralisations expérimenta- 
les que l'on peut accepter ou rejeter ; si on les accepte, tous 
les résultats que l'observation nous a fournis peuvent être déduits 
mathématiquement sans qu'il y ait besoin de faire intervenir 
les théories sur l'espace, le temps ou la force, exposées dans 
cet Ouvrage. Sous plusieurs rapports c'est là l'aspect le plus 
séduisant de l'œuvre d'Einstein ; de deux principes généraux 
seulement et avec l’aide d’une méthode de calcul extrêmement 
puissante, Eisntein a pu déduire l'explication de nombre de phé- 
nomènes remarquables ; il laisse de côté toutes les questions 
de mécanisme, les considérant comme étrangères à sa théorie. 
Malheureusement le développement de cette théorie ne peut 
être exposé que dans un traité technique. 
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Pour éviter l'analyse mathématique nous avons eu recours 
à des illustrations géométriques parallèles au développement 
mathématique et qui nous permettent de le comprendre jusqu’à 
un certain point. Mais une question se pose : ces représentations 
sont-elles de simples illustrations du raisonnement mathémati- 
que, ou bien de véritables images de ce qui se passe réellement 
dans la nature ? Sans aucun doute, le moyen le plus simple et 
le plus sûr serait d'éviter les questions épineuses que soulève 
ce problème et de dire qu'il nous suffit que ces illustrations puis- 
sent remplacer correctement le raisonnement mathématique. 
A mon avis, un tel argument donnerait une idée fausse des pro- 
grès que la théorie de la relativité a fait faire à la science. 

Le physicien, tant qu'il raisonne en physicien, a une croyance 
bien arrêtée dans la réalité du monde extérieur. Ainsi, il a 
foi dans l'existence réelle des atomes et des molécules ; pour 
lui, ce ne sont pas de simples fictions qui lui donnent Íe moyen 
de comprendre certaines lois des combinaisons chimiques. Il 
a pu en être ainsi dans les débuts de la théorie atomique, mais 
maintenant, l'atome est dans l'Univers du physicien une entité 
dont l'existence est amplement démontrée. Cette affirmation 
n'est en rien incompatible avec le doute philosophique sur le 
sens de la réalité finale. 

Aussi, quand on vient nous demander si l'Univers à quatre 
dimensions ne peut pas être considéré simplement comme une 
illustration de la méthode mathématique, nous devons immé- 
diatement penser que notre interlocuteur a vraisemblablement 
un motif sérieux pour nous poser cette question. Il croit à 
la réalité de l'Univers euclidien à trois dimensions, et il espère 
qu'on l'autorisera à ne pas sacrifier sa croyance. En ce cas, 
notre réponse doit être nette ; l'Univers réel à trois dimensions, 
tombé en désuétude, doit être remplacé par un espace-temps 
quadridimensionnel à propriétés non euclidiennes. Dans ce Livre, 
nous avons eu parfois recours à des images qui ne correspondent 
sûrement à aucune réalité physique — le temps imaginaire ou 
encore une cinquième dimension que nous n'avons jamais per- 
çue. L'Univers à quatre dimensions n’est pas une simple image ; 
c'est l'Univers réel du physicien, auquel on est arrivé par la 
méthode bien connue que la physique (à tort ou à raison) a 
toujours suivie dans sa recherche de la réalité. 
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J'ai devant les yeux un certain objet et je vois tracée l'image 
de Britannia ; un autre observateur, regardant cet objet sous 
une autre face, aperçoit le portrait d'un monarque ; un troisième 
ne voit qu'un mince rectangle. Dois-je dire que c’est l'image 
de Britannia qui est l'objet réel, et que les impressions brutes 
perçues par les autres observateurs doivent être corrigées en 
tenant compte de leurs positions respectives ? Tous ces aspects 
différents sont aisément explicables car l'objet observé — ici, 
un penny — a trois dimensions ; nul être doué de raison n'ose- 
rait mettre en doute que le penny soit ici la réalité objective cor- 
respondant à ces aspects différents. Supposons de même qu'une 
observateur terrestre reconnaisse à un certain bloc qu'il a sous 
les yeux une forme oblongue, et que cette impression lui soit 
confirmée par la mesure ; un observateur situé sur une autre 
étoile trouve au contraire que le même bloc est cubique. Dirons- 
nous que l’objet est réellement oblong et que l'observateur 
stellaire doit corriger sa mesure en tenant compte de son mou- 
vement ? Tous les aspects de l’objet sont explicables si celui-ci 
a quatre dimensions, car les différents observateurs n'en ont 
sous les yeux que des aspects ou des sections tridimensionnel- 
les ; il semble impossible de mettre en doute que ce soit là 
l'explication véritable. Celui qui doute de la réalité de l'Univers 
à quatre dimensions (pour des raisons de pure logique par oppo- 
sition aux raisons expérimentales) peut être comparé à l'homme 
qui doute de la réalité du penny et qui préfère considérer l’une 
de ses apparences possibles comme l'objet réel. 

La réalité physique est la synthèse de tous les aspects physi- 
ques possibles de la nature. Nous pouvons en trouver un exemple 
dans les phénomènes de l'énergie rayonnante ou de la lumière. 
Dans certains cas, la lumière émise par un atome prend 
l'apparence d’une série d'ondes qui se déroulent et qui s'étalent 
jusqu'à pouvoir remplir nos télescopes les plus volumineux. 
Dans d’autres phénomènes, cette même lumière nous apparaît 
sous l'aspect d'un quantum élémentaire d'énergie qui, péné- 
trant dans un seul atome, peut le faire exploser. Peut-être nous 
trompons-nous dans ces déductions expérimentales ; sinon, il 
nous faut admettre que la réalité physique qui correspond à la 
lumière doit être une synthèse englobant ces deux aspects par- 
ticuliers. Le moyen d'effectuer cete synthèse a toujours échappé 
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à notre conception ; la leçon que nous en pouvons tirer, c'est 
qu'un très grand nombre d'apparences — par exemple toutes 
celles que perçoivent directement des observateurs terrestres 
— peuvent se combiner pour former un tout bien déterminé 
mais que ce tout peut néanmoins n'être encore lui-même qu'une 
apparence. La réalité n’est obtenue que lorsqu'on fait entrer 
dans la combinaison tous les points de vue imaginables. 

C'est la raison pour laquelle nous avons dû renoncer à la 
réalité de cet Univers à trois dimensions qui nous est familier. 
Jusqu'à ces derniers temps, il réalisait la combinaison de toutes 
les apparences observées ; mais on découvrit de nouveaux points 
de vue donnant des apparences nouvelles que la réalité devait 
également englober. C'est en combinant aux anciens tous ces 
nouveaux points de vue qu'il a été possible de connaître la nature 
de l'Univers objectif de la physique. 

Récapitulons rapidement les différentes phases de cette syn- 
thèse. Nous avons trouvé que l'une d'elles était déjà accomplie. 
La perception directe de l'Univers avec un seul œil est une 
apparence bidimensionnelle ; nos deux yeux nous fournissent 
une combinaison des aspects que prend l'Univers quand on 
l'observe de deux positions différentes. Notre cerveau, par un 
processus mystérieux, effectue la synthèse et nous donne la 
notion du relief ; c'est ainsi que nous obtenons l'apparence 
courante de l'Univers à trois dimensions. Elle suffit à tous les 
besoins d’un observateur qui peut occuper toutes les positions 
possibles des régions connues de l'espace. La phase suivante 
est la combinaison de tous les aspects de l'Univers pour un 
observateur qui peut prendre toutes les vitesses uniformes possi- 
bles. Le résultat, c'est l'addition d'une dimension supplémen- 
taire à l'Univers qui devient ainsi un Univers à quatre dimen- 
sions. Puis la synthèse se poursuit en y faisant entrer tous les 
mouvements variables possibles de l'observateur. On ne peut 
plus ajouter de dimension nouvelle, mais l'Univers devient non 
euclidien ; une géométrie nouvelle, celle de Riemann est adop- 
tée. Enfin interviennent les points de vue d’observateurs de 
grandeur arbitrairement variable, et l'on aboutit au remplace- 
ment de la géométrie de Riemann par la géométrie plus géné- 
rale dont nous avons parlé dans le dernier chapitre. 

La recherche d’une réalité physique, sans avoir nécessaire- 
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ment un but utilitaire, n'aura pas été sans profit. Plus la 
géométrie devenait compliquée, plus au contraire la physique 
se simplifiait ; il semble même que la géométrie ait presque fini 
par absorber la physique. Nous n'avions nullement l'intention 
de construire une théorie géométrique de l'Univers ; mais c'est 
au cours de la recherche d’une réalité physique par des métho- 
des éprouvées que cette théorie géométrique prit naissance. 

Le point que nous avons atleint, est-ce le but final ? Avons- 
nous fait intervenir les points de vue de tous les observateurs ima- 
ginables ? Nous ne pouvons l'affirmer. Il semble néanmoins 
qu'une étape a été définitivement franchie. Tous les points 
de vue impersonnels possibles, à notre connaissance, ont été 
englobés dans notre synthèse — tous ceux pour lesquels l'ob- 
servateur peut être regardé comme un automate et remplacé 
par des instruments de mesure scientifiques. Il serait peut-être 
nécessaire, pour parvenir à l'objectivité suprême, de faire appel 
à toute une catégorie de points de vue plus personnels ; mais 
c'est à grand'peine que nous saurions leur trouver une place 
dans l'Univers réel de la physique. Ici donc nous pouvons nous 
arrêter, mais nous n'avions pas le droit de nous arrêter plus tôt. 

On peut se demander s'il est vraiment indispensable de faire 
enirer en ligne de compte tous les observateurs imaginables, 
nombre d’entre eux n'ayant, c'est probable, aucune existence. 
L'Univers réel n'est-il pas celui qui réalise la synthèse de ses 
aspects pour tous les observateurs réels possibles ? Qu'elle soit 
soutenable ou non cette hypothèse que ce que nul n’observe 
n'existe pas, la science la repousse fermement. -Nier les droits 
des observateurs extra-terrestres, c'est prendre parti pour l'In- 
quisilion conire Galilée. Mais si on les admet, ces observateurs 
extra-terrestres, les autres observateurs dont les résultats sont 
ici combinés ne peuvent pas être exclus. 

Notre recherche de la nature des choses est soumise à cer- 
taines limitations qu'il importe de bien préciser. La meilleure 
comparaison que je puisse trouver est celle de recherches archéo- 
logiques futures faites par exemple vers l'an 5000. Je suppose 
que lon ait fait une découverte extrêmement intéressante, con- 
cernant une civilisation, florissante vers le vingtième siècle, mais 
disparue depuis longtemps, en l'espèce un livre où se trouvent 
décrites un grand nombre de parties d'échecs, dans le lan- 
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gage symbolique obscur que l'on a coutume d'employer à ce 
sujet. Les archéologues pour qui le jeu était jusqu'alors inconnu, 
finiront par découvrir certaines répétitions ; finalement, après 
de longues et patientes recherches, ils réussiront à établir, d’une 
manière absolument indubitable, la règle du jeu et le mouve- 
ment des pièces. Mais il est évident qu'en aucun moment l'étude 
du livre n'aura donné d'indications sur la nature des objets 
qui participent au jeu — les pièces — ni sur celle du champ 
d'action de la partie — l'échiquier. Tout ce qu'il est possible 
de faire au sujet des pièces, cest de leur donner des noms 
arbitraires permettant de les distinguer les unes des autres 
d’après leurs propriétés respectives ; en ce qui concerne l'échi- 
quier, on peut faire plus. La matière dont il est fait est mcon- 


nue ; inconnue également la forme des cases — on ne sait si 


ce sont des carrés ou des losanges ; néanmoins, il est certain 


que les différents points de ce champ de bataille sont liés les 
uns aux autres comme les éléments d'une multiplicité à deux 
dimensions et que l'on peut concevoir un grand nombre d'échi- 
quiers satisfaisant à ces relations. Malgré ces lacunes dans leurs 
connaissances, nos archéologues ont parfaitement le droit de dire 
qu'ils possèdent à fond la règle du jeu. 

L’analogie est la suivante. Les parties d'échecs décrites ce sont 
nos expériences physiques. Les règles du jeu que l'étude de ces 
expériences permet de fixer, ce sont les lois de la physique. 
L’échiquier hypothétique à soixante-quatre cases, c’est l'espace- 
temps de quelque observateur ou joueur particulier ; ici, les 
relations les plus générales correspondent à une multiplicité 
à deux dimensions ; là, ce sont les relations absolues déjà ren- 
contrées, qui unissent les éléments de la multiplicité quadri- 
dimensionnelle de l’espace-temps. Les pièces du jeu d'échecs 
deviennent des entités de la physique — électrons, particules 
ou points-événements c peut-être même pouvons-nous compa- 
rer l'échiquier lui-même aux champs de force ou aux relations 
entre ces entités — champs électriques et gravitationnels, ou 
bien intervalles. L'étude expérimentale ne peut absolument 
rien nous apprendre sur la nature et même sur l'apparence de 
ces entités. Mais cette connaissance est étrangère à la question 
car nous pouvons nous en passer pour apprendre le « jeu » 
avec toutes ses combinaisons. Notre science de la nature des 
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choses doit ressembler à la connaissance que nos archéologues 
auraient de la nature des pièces : ils les regarderaient comme 
des éléments du jeu, pions ou pièces, et non comme des figu- 
res de bois sculptées. Sous ce dernier aspect, au contraire, les 
choses peuvent présenter des rapports el des significations dépas- 
sant tout ce que l'on a pu imaginer en physique. 

I semble bien que les objets les plus familiers de l'expérience 
sont extrêmement complexes, et la méthode scientifique consiste 
à les décomposer en éléments plus simples. Ce sont les théories 
et les lois relatives à ces constituants plus simples que l’on 
étudie ; à partir de ces théories et de ces lois il devient possible 
de prédire et d'expliquer les phénomènes. Il semble tout naturel 
d'expliquer le complexe par le simple, mais cela eniraîne la 
nécessité d'expliquer le familier par ce qui ne l'est plus. 

Il y a deux raisons pour lesquelles les constituants ultimes 
de l'Univers réel doivent être d'une nature qui ne nous est pas 
familière. D'abord parce que tous les objets qui nous sont fami- 
liers sont d’un caractère trop complexe. Ensuite ces objets fami- 
liers appartiennent non pas à l'Univers réel mais à un stade 
beaucoup moins avancé de la synthèse des apparences. Les élé- 
ments primordiaux de la théorie de l'Univers doivent être d’une 
nature dont il est impossible de donner une définition intelli- 
gible. 

Le mathématicien ne trouve aucune difficulté à raisonner 
sur des entités dont ıl ignore la nature. Comme le Mathémati- 
cien que nous avons rencontré dans le Prologue, il n'est jamais 
si heureux que quand il ne sait pas de quels objets il parle. 
Mais nous, nous ne pouvons trouver d'intérêt à la chaîne des 
raisonnements qu'il nous présente que lorsqu'il nous est possi- 
ble de lui donner une signification — signification qui nous est 
fournie par l'expérience, bien entendu ; notre rôle doit être de 
commenter à mesure les résultats qu'il obtient. Au début, ses 
symboles n'offrent à nos yeux aucune image et nous devons, 
tout en l'observant, garder le silence. Puis, peu à peu, nous 
pouvons dire : « Ah ! Voilà qu'il parle d’une particule maté- 
rielle »... « Il est question maintenant d'une autre particule »... 
« Il fixe l'endroit où elles seront toutes les deux à telle épo- 
que »... « IL affirme qu'à tel moment elles se trouveront 
au même point ». — Nous chercherons à vérifier. — « Oui, les 
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deux particules se sont effectivement heurtées. Pour une fois, 
ce qu'il dit nous est familier et ses prévisions sont exactes, mais, 
bien entendu, il n'en sait rien ». Il est évident que c'est la chaîne 
de ses symboles qui peut être interprétée comme décrivant 
ce qui se passe dans l'Univers ; nous n'avons pas besoin, et en 
fait nous ne le faisons pas, de trouver une signification à cha- 
cun d'eux ; seules, certaines de leurs combinaisons nous sem- 
blent reconnaissables. 

Ainsi, bien que les concepts élémentaires de la théorie soient, 
par leur nature même, indéfinissables, nous devons faire cor- 
respondre les concepts qui en dérivent aux objets familiers de 
l'expérience. 

Nous allons maintenant rassembler les résultats auxquels nous 
sommes arrivés par échelons successifs dans les chapitres précé- 
dents et donner à la théorie un ordre plus logique. La générali- 
sation traitée au Chapitre XI ne sera pas envisagée dans ce 
nouvel exposé, d’abord parce qu'elle rendrait moins facilement 
saisissables les idées fondamentales, ensuite parce qu'elle n'est 
pas encore établie avec un degré de certitude suffisant. 

Dans la théorie de la relativité, le concept le plus élémentaire, 
c'est le point-événement. En langage ordinaire, un point-évé- 
nement n'est autre qu'un certain point de l’espace considéré 
à un certain instant ; mais ce n’est là qu’un aspect du concept 
et ce que nous venons de dire ne doit pas être pris comme 
définition. Le temps et l'espace — les termes qui nous sont 
familiers — sont des notions dérivées que nous n'introduirons 
que beaucoup plus tard dans la théorie. Les premiers concepts 
simples sont nécessairement indéfinissables et ils dépassent l'in- 
telligence humaine. L'ensemble des événements constitue l Uni- 
vers. On accorde à l'Univers quatre dimensions, ce qui signifie 
qu'un événement particulier doit être défini par les valeurs de 
quatre variables ou coordonnées, ces quatre nombres pouvant 
être choisis d’une manière entièrement arbitraire. 

Le sens de cette proposition que l'Univers a quatre dimen- 
sions n'est pas aussi clair qu'il le paraît à première vue. L'en- 
semble d'un grand nombre d'objets n'a en lui-même aucun 
nombre particulier de dimensions. Considérons, par exemple, 
les mots imprimés sur cette page. Si l'on jette les yeux sur la 
page, on n'y voit qu'une distribution à deux dimensions de ces 
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mots ; pourtant, ils ont été écrits dans l'espoir que le lecteur 
voudra bien les regarder comme ordonnés suivant une dimen- 
sion unique. Pour fixer le nombre des dimensions, nous devons 
nous baser sur quelque relation fixant l'ordre des éléments con- 
sidérés, et le résultat dépend essentiellement de la nature de 
celte relation — par exemple, la distribution des mots sur cette 
page peut être faite suivant un ordre de signification, ou bien 
simplement suivant un ordre de position. Dire que l'Univers 
a quatre dimensions c'est donc le rapporter implicitement à 
quelque relation d'ordre. Cette relation paraît être l'intervalle, 
mais Je ne suis pas sûr quelle suffise à elle seule, et peut-être 
est-il nécessaire de lui adjoindre quelque relation répondant à 
une idée de proximité. Il ne faut pas oublier en effet que si 
l'intervalle s entre deux événements est petit, il n'en résulte 
pas nécessairement que ces deux événements soient voisins au 
sens ordinaire du mot. 

Enire deux événements voisins quelconques, il existe un cer- 
tain lien commun qui a reçu le nom d'intervalle. C'est une 
relation quantitative susceptible de prendre toute une échelle 
de valeurs numériques (!). Mais il ne faut pas se baser sur le 
mot « intervalle » pour en conclure l'objectivité de cette 
relalion, car celle-ci est entièrement inaccessible à notre raison. 
Les propriétés géométriques de l'intervalle, sur lesquelles nous 
nous sommes arrêtés tant de fois dans les chapitres précédents, 
ne nous donnent qu'un aspect de la relation ; elle peut en avoir 
d'autres associés à des caractères de l'Univers qui ne soient plus 
du domaine de la physique. Mais ce qui intéresse le physicien, 
ce n'est pas la nature de cette relation, c’est le nombre qu’on 
lui assigne pour exprimer sa grandeur ; et ceci nous suggère 
une représentation graphique qui nous conduit à une théorie 
géométrique de l'Univers physique. 

Ce que nous venons d'appeler l'Univers aurait peut-être pu 
tout aussi bien recevoir le nom d'éther ; c’est, en tout cas, un 
substratum universel que la théorie de la relativité substitue à 
l'éther. 


(Œ) Il existe également une distinction qualitative en intervalles dans le 
temps et en intervalles dans l’espace, qui, dans le raisonnement mathé- 
matique, se caractérisent par des valeurs réelles ou des valeurs imaginai- 
res de s. 
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Nous avons vu que le nombre qui exprime la grandeur de 
l'intervalle peut pratiquement se mesurer au moyen de règles 
graduées et d’horloges. Je crois qu'il est bien peu probable 
que nos mesures grossières puissent arriver à saisir les interval- 
les individuels des événements ponctuels, car elles ne sont pas 
suffisamment microscopiques. L’intervalle, tel qu'il nous est 
apparu dans notre analyse, doit donc avoir une valeur macrosco- 
pique ; les potentiels et genres d'espace que l’on en déduit sont 
des moyennes pour des régions petites sans doute même par 
rapport à l’électron, mais contenant encore un nombre extrê- 
mement grand d'intervalles primordiaux. Nous en arrivons 
donc immédiatement à la considération de l'intervalle macrosco- 
pique ; seulement, nous n’anticiperons pas sur des résultats que 
nous établirons ultérieurement, en supposant cet intervalle mesu- 
rable avec une règle graduée et une horloge. Cette propriété doit 
être introduite dans un ordre logique. 

Considérons une région très petite de l'Univers. Elle con- 
tient un nombre extrêmement grand (infini peut-être) de points- 
événements qui, deux à deux, sont séparés par des intervalles. 
Si nous nous donnons d'une part les intervalles entre un point 
À et un nombre suffisant d’autres points, d'autre part les inter- 
valles entre ces derniers et un point B, pouvons-nous calculer 
la valeur de l'intervalle qui sépare A de B ? Dans la géométrie 
ordinaire le problème serait possible ; mais, comme dans le 
cas présent nous ignorons tout de la relation que désigne le 
mot intervalle, il nous est impossible de prédire quelque loi 
a priori. Cependant, nous avons trouvé plus haut qu'une telle 
règle existait, et qu'elle se traduisait par la formule : 


ds = gm da a dr. . = + 291208, d2 +... 


Ceci signifie que, les nombres (+,, £3, #3, £4) étant attribués 
aux points-événements, nous n'avons qu'à faire la mesure de 
dix intervalles différents pour être à même de déterminer les 
dix coefficients q:,, etc., qui, dans une région très petite, peu- 
vent être assimilés à des constantes : cette détermination faite, 
notre formule nous permet de prévoir la valeur de n'importe 
quel intervalle de la région considérée. Si l'on passe à une 
autre région, il faut opérer de nouvelles mesures analogues et 
déterminer les nouveaux coefficients de la formule. 
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Je crois qu'il est fort peu probable que les intervalles indi- 
viduels de points-événements obéissent à une règle aussi bien 
définie. Un examen microscopique nous les montrerait sans 
doute comme entièrement arbitraires, les intervalles individuels 
de points dits intermédiaires n'ayant pas nécessairement eux- 
mêmes des valeurs intermédiaires. Peut-être même l'intervalle 
primordial n'est-il pas susceptible de variation continue, et est-il 
simplement égal à un pour certains couples de points-événe- 
ments, et à zéro pour cerlains autres. La formule que nous 
avons donnée n'est qu'une formule de moyennes qui corres- 
pond à nos méthodes grossières d'investigation et qui n’est vraie 
que slatisliquement. Les moyennes statistiques d’une collecti- 
vité peuvent différer de celles d'une autre ; de même cette 
formule statistique applicable dans une certaine région peut 
ne plus l'être dans une autre. Telle est la cause de linfinie 
variété de la nature. 

Peut-être un exemple rendra-t-1l la question plus claire. Gom- 
parons les points-événements à des personnes et les intervalles 
aux liens d’amilié qui les unissent deux à deux. Il n'y a pas 
moyen de prévoir le degré d'amitié de A pour B, connaissant 
les liens d'amitié qui unissent respectivement À et B à C, 
D, E, etc... On peut dans chaque collectivité établir une sorte 
de loi statistique. Dans la plupart des cas A et B à la fois con- 
naissent C, ce qui accroît légèrement la probabilité que A et 
B se connaissent également. Une collectivité dans laquelle tous 
les individus sont étroitement liés les uns aux autres, est dite 
un clan. Il peut y avoir sous ce rapport des différences entre 
les collectivités, suivant le degré d'union qui existe dans le 
clan ; par suite, les lois statistiques permettent d'exprimer les 
différer intrinsèques entre les diverses collectivités. 

Mais là se présente une difficulté qui nous est maintenant 
familière. Les dix g ne dépendent pas seulement des proprié- 
tés intrinsèques de l'Univers, mais aussi du système arbitraire 
des nombres qui servent à repérer les points-événements ; ou, 
comme nous l'avons vu, ils ne servent pas seulement à décrire 
le genre d'espace-temps, mais encore à fixer la nature du sys- 
tème de coordonnées en usage. Les mathématiques nous indi- 
quent le moyen de tourner cette difficulté en nous conseillant 
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et G, sont 


l'emploi d'expressions appelées tenseurs dont Be je 


des exemples. 

Un tenseur ne donne pas explicitement la mesure d’une pro- 
priété intrinsèque de l'Univers ; un genre quelconque de système 
de coordonnées est indispensable pour la mesure d'une telle 
propriété, sauf dans certains cas spéciaux où elle est exprima- 
ble par un nombre pur que l'on appelle un invariant ; ce cas 
se présente pour l'intervalle et pour la courbure totale. Mais 
dire qu'un tenseur s’annule ou qu'il est égal à un autre tenseur 
dans la même région, c'est énoncer une propriété intrinsèque 
entièrement indépendante du système de coordonnées choisi. 
Donc, par l'emploi exclusif des tenseurs, nous obligeons nos 
formules à dépeindre des caractères intrinsèques de l'Univers. 

Dans cette voie, nous avons trouvé deux formules absolues 
qui semblent pleinement confirmées par l'observalion, à savoir : 

dans un espace vide, Ga 0: 


dans un espace contenant de la matière, G,,—K,,, 


où K,, renférme certaines grandeurs physiques qui nous sont 
des plus familières : la densité et l'état du mouvement de la 
matière dans la région considérée. 

Je crois que l'interprétation habituelle de ces équations est 
la suivante : la première exprime une loi de la nature d’après 
laquelle les points-évênements sont naturellement contraints 
de régler leurs liaisons de manière à se conformer à cette équa- 
tion. Mais, quand la matière intervient, elle est la cause de per- 
turbations entraînant des modifications dans ces liens naturels, 
et il s'établit un nouvel équilibre conformément à la deuxième 
équation. 

Voyons d'un peu plus près ce que nous apprend l'équa- 
tion G,,—0o. Le mathématicien a eu toute liberté d'action avec 
ses points-événements et ses intervalles indéfinissables. Il a 
abouti à la quantité G,, qui pour nous, Jusqu'ici, n'a abso- 
lument aucun sens. Le mathématicien pur abandonné à lui- 
même, jamais ne s'écarte de son chemin pour donner une 
signification à ce qu'il fait. Jamais ses travaux ne se rapportent 
aux objets familiers qui nous entourent à moins que nous ne 
mettions résolument la main sur ses symboles pour leur donner 
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des significations intelligibles — cette attribution se fait d’abord 
à titre d'essai, puis elle passe au définitif quand on a trouvé 
qu'elle était compatible avec l'expérience. Nous avons décidé 
que dans un espace vide G,, s'annulerait : c'est pour nous 
l'occasion d'interpréter l'égalité Gy =0. A défaut d'une autre 
interprétation nous dirons que cette égalité signifie que là où 
elle est valable, il y a le vide ; ainsi, dire que G,, n’est pas 
nul, c'est caractériser un espace qui n'est pas vide. Jusqu'ici, 
G n'est qu'une sorte de forme générale appelée à se remplir 
d'un contenu indéfinissable ; et, plus que jamais, nous sommes 
parfaitement incapables d'expliquer ce que peut être ce contenu ; 
seulement nous avons donné maintenant au tableau que nous 
avions tracé une signification intelligible dont nous nous sou- 
viendrons chaque fois que nous le rencontrerons au cours de 
nos expériences. 

Les deux équations ne sont par suile que de simples défini- 
tions — définitions des impressions que nous avons de certains 
états de l'Univers (mais décrits en termes indéfinissables). Quand 
nous percevons que telle région de l'Univers est vide, c’est sim- 
plement que nos sens reconnaissent que cette région n'a pas 
une courbure d'un degré supérieur au. premier. Si au con- 
traire nous avons la sensation que la région contient de la ma- 
tière, c'est que nous y reconnaissons une courbure intrinsèque 
de l'Univers ; quand nous croyons évaluer la masse et la quan- 
tité de mouvement de la matière (relatives à quelque système 
d'axes de référence), c'est en réalité certaines composantes de 
la courbure d'Univers (rapportée à ces axes) que nous mesu- 
rons. Les moyennes statistiques de propriétés inconnues, dont 
nous nous sommes servis dans la description de l'Univers, 
varient d’un point à un autre ; ce sont ces moyennes qui nous 
ont permis de concevoir les notions familières de matière et de 
vide. 

La loi de gravitation n'est pas une loi, si l'on entend par ce 
mot une limitation de la manière dont peut se comporter le 
substratum universel ; ce n’est simplement qu'une définition 
du vide. Nous n'avons pas besoin de considérer la matière 
comme une entité étrangère, cause de perturbations dans le 
champ de gravitation ; la perturbation, c'est la matière elle- 
même. De même, nous n'avons pas à regarder la lumière 
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comme une intruse dans le champ électromagnétique, contrai- 
gnant le vecteur électromagnétique à osciller sur son parcours, 
car ce sont ces oscillations mêmes qui constituent la lumière. 
Non plus que la chaleur n'est un fluide produisant l'agitation 
des molécules d'un corps ; l'agitation moléculaire, c’est la cha- 
leur elle-même. 

La matière est un indice et non une cause : c'est là une idée 
qui paraît si naturelle qu'il est surprenant qu'on l'ait perdue 
de vue dans l'exposé habituel de la théorie. La raison en est 
que la correspondance de l'analyse mathématique avec les objets 
de l’ expérience est élablie ordinairement non pas en déterminant 
ce qu'est la matière, mais en se fondant sur les effets de cer- 
taines de ses combinaisons. C'est pourquoi l'intervalle s’est 
trouvé immédiatement identifié avec une propriété expéri- 
mentale qui nous est familière.: l'entité que lon mesure 
avec une règle graduée et une horloge. Quels que soient les 
avantages que puisse présenter celte identification pour mettre 
en contact la théorie avec l'expérience, il est bien peu proba- 
ble que nous puissions arriver à bâtir une théorie de la nature 
des choses en prenant pour concepts imanalysables primordiaux 
la règle divisée et l'horloge. Le résultat de cette inversion dans 
l'ordre logique, c'est qu'au moment où nous avons rencontré 
l'équation GK) les deux membres de cette relation élaient 
des quantités bien définies ; on ne prit pas garde à leur iden- 
tité nécessaire, et l'équation devint une une loi de la 
nature. La faute, ce fut d'introduire trop tôt la règle graduée 
et l'horloge. A notre avis, il nous semble préférable de définir 
tout d'abordila matière au moyen des concepts élémentaires 
de la théorie ; nous pouvons alors introduire n'importe quel 
genre d'appareil scientifique et finalement déterminer la pro- 
priété de l'Univers que mesure cet appareil. 

La matière définie de cette manière obéit à toutes les lois de 
la mécanique, y compris celles de la conservation de l'énergie et 
de la quantié de mouvement. En exposant d'une manière ana- 
logue la théorie plus générale de Weyl sur la combinaison du 
champ de gravitation et du champ électrique, nous trouverions 
que cette même matière a les propriétés électriques et optiques 
que nous lui connaissons. C’est une hypothèse entièrement gra- 
tuite de supposer qu'il existe quelque chose dans l'Univers qui 
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se conforme aux relations des quatorze potentiels (les g et les k) 
et qui ne soit pas identique à ces relations. 

On ne peut exiger de la matière qu'une qualité nouvelle. 
Nos cerveaux sont constitués par de la matière ; or ils sentent 
et ils pensent — ou du moins la sensation et la pensée sont 
étroitement liées aux mouvements et aux changements de la 
matière dans nos cerveaux. Il serait bien difficile de dire qu’une 
hypothèse quelconque sur la nature de la matière puisse rendre 
ces processus plus ou moins compréhensibles ; on ne pourrait 
pas dire non plus qu’un cerveau constitué par les coefficients 
différentiels des fonctions g serait moins capable de penser et de 
sentir qu'un autre formé, par exemple, par de minuscules bou- 
les de billard ! Mais je crois que l'on peut même aller un peu 
au-delà de cette justification négative. La relation d'intervalle 
primordiale est d'une nature impossible à définir et les g con- 
tiennent cet élément indéfinissable. L'expression G,, est done 
d'une forme définie, mais son contenu est indéterminé. C'est 
par sa forme seule qu'elle doit rendre compte de toutes les pro- 
priétés physiques de la matière ; jamais l'investigation physique 
ne pourra pénétrer au-dessous. de la forme. Or, la matière du 
cerveau, sous son aspect physique, c'est la forme ; son essence 
même, c'est le contenu. Nous ne pouvons rien attendre de la 
forme pour expliquer l'activité du contenu, pas plus que nous 
pouvions attendre du nombre 4 quelque explication de l'œuvre 
du Conseil des Quatre à Versailles ! 

Quelques-unes de ces vues sur la matière, l'esprit remarqua- 
blement pénétrant de W.-K. Clifford les avait déjà émises par 
anticipation il y a une quarantaine d'années. Pendant que les 
autres physiciens anglais perdaient leur temps avec des atomes- 
tourbillons ou couraient après d’autres feux-follets, Clifford 
était absolument convaincu que la matière et le mouvement 
n'étaient que des aspects de la courbure d’espace et rien de plus. 
Il n'était pas moins convaincu que ces notions géométriques ne 
sont que des aspects partiels des relations que présentent entre 
eux ce qu'il appelait des « éléments de sensation ». — « La réa- 
lité correspondant à notre perceplion du mouvement de la 
matière est un élément de l’ensemble complexe que nous appe- 
lons une sensation. Ce que nous pourrions percevoir comme 
un plexus d'agitations nerveuses, n'est à vrai dire qu'une seule 
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sensation ; la conscience humaine, produit de l’ensemble de 
nos sensations, c'est la réalité qui cause dans notre esprit la per- 
ception des mouvements de notre cerveau. Ces éléments de 
sensation présentent entre eux des relations de prorimilé ou de 
contiguité dans l’espace, comme nous en avons un exemple dans 
la perception visuelle de points contigus, et des relations de 
succession dans le temps, que l'on rencontre dans tous les genres 
de perception. C'est en partant de ces deux catégories de rela- 
tions que le théoricien futur devra, du mieux qu'il le pourra, 
édifier la Théorie de l'Univers. Deux choses, peut-êlre, pourront 
l'aider. I y a un long chapitre de la pensée mathématique qui 
montre que la distance ou toute autre quantité peuvent être 
regardées comme des fonctions de position. ce dernier mot étant 
pris avec le sens large qu'il a dans l'analysus situs. D'autre part 
la théorie de la courbure de l'espace fait entrevoir qu'il est 
possible de décrire la matière et son mouvement en ne parlant 
que d'extensions. » (Fortnightly Review, 1875). 

L'équation G,, = K,„, ressemble à un dictionnaire qui nous 
donnerait la signification des composantes de la courbure d’ Uni- 
vers dans le langage courant de la mécanique. Si nous écrivons 
cette équation sous la forme légèrement diflérente, mais équi- 
valente 


* I 
G ra À Jus G -a BTT y» 
le tableau suivant nous permet d'en faire l'interprétation : 


T:, Lee Tr Pu + EU, Pis t pU, Pis + puw, — pu 


Ties To ie Pa + QU?, Pos + QUW, — pv 
Ps, Pas + pw°, — pw 
Ta o 


l} 

Nous utilisons là les divisions d'espace et de temps adoptées 
dans la mécanique ordinaire ; ọ est la densité de la matière, 
u, v, w sont les composantes de sa vitesse, Pias Pass... > Pas 
les composantes des tensions internes que l'on croit êlre la cause 
des mouvements moléculaires. 

Mais est-il légitime d'opérer ainsi en gros ces identifications ? 
Une fois T,, identifié avec la densité avons-nous le droit d'iden- 
tifier une autre quantité, Ta, par exemple, avec le produit de 
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la densité par une vitesse ? C'est comme si nous identifions une 
« chose » avec de l'air et une « chose » entièrement différente 
avec du vent. Oui, c'est légitime, parce que jusqu'ici nous 
n'avons pas dit quel était l'équivalent de la vitesse dans notre. 
schéma de l'Univers ; et tel est le moyen que nous choisissons 
pour l'introduire. Toutes les identifications en sont encore au 
stade provisoire puisqu'aucune n'a été soumise à l'épreuve expé- 
rimentale. 

La définition de la vitesse de la matière comme une quantité 
analogue ou « quotient du vent par l'air » ne correspond pas 
au mouvement tel qu'il se manifeste à nous dans l'expérience. 
Le mouvement se reconnaît généralement par la disparition 
d'une particule en un certain point et la réapparition d’une 
particule d'apparence identique en un point voisin. Cette mani- 
festation du mouvement peut être déduite mathématiquement 
de la définition par identification donnée précédemment. Si 
nous nous rappelons que dans la théorie physique il est néces- 
saire de procéder du simple au complexe, ce qui est souvent 
en opposilion avec notre désir insuinclif de partir des choses 
qui nous sont familières pour aboutir à celles qui ne le sont 
pas, celte inversion dans l'ordre où nous apparaissent ordinaire- 
ment les manilestations du mouvement ne doit nous causer 
aucune surprise. L'identité permanente des particules de matière 
entre elles (indispensable à notre notion ordinaire de la vitesse) 
est une idée qui nous est extrêmement familière, mais il sem- 
ble que ce soit un des caractères les plus complexes de l'Univers. 

On peut donner un exemple simple montrant l'insuffi- 
sance de la conception courante du mouvement. Supposons 
qu'un anneau parfaitement homogène et continu tourne comme 
une roue ; quelle signification pouvons-nous donner à son mou- 
vement ? La conception cinématique ordinaire implique un 
changement quelconque — disparition en un point, réappari- 
tion en un autre point — ; Or, aucun changement ne peut être 
mis en évidence. L'état à un moment quelconque est identique 

à l’état d'un moment antérieur et l’on ne peut distinguer la 
as occupant une certaine position de celle qui avait la 
même position un moment auparavant. Tout au plus y a-t-il 
une certaine qualité mystérieuse et non physique — l'identité 
— qui ne se soit pas conservée ; mais si, comme le pensent nom- 
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bre de physiciens, la matière n'est qu'un état parliculier de 
l’éther, que peut-on bien vouloir dire quand on affirme que deux 
états sont exactement semblables et ne sont pas identiques ? 
La température d'une salle peut-elle être égale à la tempé- 
rature qu'elle possédait la veille sans lui être identique ? Au 
point de vue cinématique, le mouvement de rotation de l'an- 
neau nous apparaît donc comme dépourvu de toute significa-" 
tion ; pourtant, mécaniquement, l’anneau tournant diffère de 
l'anneau fixe ; ainsi, il est doué de propriétés gyrostatiques. Le 
fait que l'anneau a une structure atomique discontinue inter- 
vient à peine dans cette question. Íl faut qu'il existe une concep- 
tion du mouvement permettant de distinguer l'anneau homo- 
gène et continu qui tourne de l'anneau fixe ; sinon, en effet, ce 
serait une preuve a priori de la structure atomique de la matière. 
Précisément, dans sa conception nouvelle, la vitesse de la ma- 
tière est tout autant une qualité statique que la densité. En 
général, la vitesse est accompagnée de changements dans l'état 
physique de l'Univers, qui nous fournissent les moyens habi- 
tuels de révéler son existence ; néanmoins l'exemple donné plus 
haut nous montre que ces indices ne se rencontrent pas néces- 
sairement. 

Cette définition de la vitesse nous permet de voir pourquoi 
une vitesse n’a de sens que si on la rapporte à de la matière, 
alors qu'au contraire l'accélération et la rotation avaient une 
signification même sans cette référence. Cet argument philo- 
sophique qu'une vitesse à travers l'espace ne signifie rien, cesse 
d'être applicable si l'on accorde une certaine structure aux 
régions vides, aurement dit si l'on admet qu'il y a un éther ; 
le problème n’est donc pas si simple qu’on le suppose bien sou- 
vent. Seulement, notre définition de la vitesse est dynamique et 
non cinématique. La vitesse, c’est le rapport de certaines com- 
posantes de T,, deux à deux ; elle n'existe que si T,, n'est pas 
nul. La matière (ou l'énergie électromagnétique) est donc la 
seule chose qui puisse avoir une vitesse par rapport au syslème 
de référence. La vitesse de la structure d’Univers, ou éther, 
c'est-à-dire des régions où T „ s'annule, est de la forme indé- 


É À f AA r 
terminée ==; Au contraire, l'accélération et la rotation sont 


définies au moyen des G,, ; elles existent partout où ceux-ci 
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existent (!) ; la structure d’'Univers ou éther a par suite une 
accélération et une rotation bien déterminées par rapport au 
système de référence. Remarquons que l'accélération n’est pas 
définie comme un taux de variation de la vitesse ; c’est une entité 
indépendante beaucoup plus simple et d’un caractère bien plus 
universel que la vitesse. Pour finir, c'est par la comparaison 
de ces deux entités que l’on arrive à la définition du temps. 
Nous trouvons enfin la solution de la difficulté rencontrée au 
Chapitre X, — la différence apparente que présente le prin- 
cipe de relativité quand il est appliqué au mouvement uniforme, 
ou au mouvement non uniforme. En principe, la vitesse et l'ac- 
célération sont toutes deux des qualités statiques d’une région 
de l'Univers (rapportée à un certain système de coordonnées). 
L'accélération est une qualité relativement simple qui existe là 
où il y a une structure géodésique, c'est-à-dire partout. La 
vitesse est une qualité bien plus complexe que l'on ne rencontre 
que là où la structure est elle-même plus compliquée que par- 
tout ailleurs, c'est-à-dire là où il y a de la matière. Ce sont ces 
deux qualités qui, ordinairement, causent les manifestations 
physiques auxquelles sont plus particulièrement appliqués les 
mots accélération et vitesse ; mais, c’est en examinant leur 
signification fondamentale que l'on peut se rendre compte de 
l'universalité de l’une et du caractère particulier de l’autre. 
Nous avons établi l'existence de quatre identités qui lient 
entre elles dix des différentes qualités d’un fragment de matière 
et qui ne dépendent que de la manière dont on a défini la 
formation des Gius à partir des éléments plus simples. Ces 
quatre identités expriment que, pourvu que le système de coor- 
données soit choisi convenablement, la masse (ou l'énergie) et 
la quantité de mouvement se conservent. La conservation de 
la masse est d'une grande importance ; la matière subsiste et, 
pour loute particule qui disparaît en un point, il apparaît 
une masse équivalente en un point voisin ; le changement 


(1) Même dans la mécanique newtonienne, il est question du « champ 
d'accélération », et l’on en conçoit l'existence sans même qu'il y ait de 
corps d'épreuve pour mettre cette accélération en évidence. Dans la théorie 
précédente, ce champ d'accélération est dépeint par les g,,. Dans un 
espace vide, il n'y a rien d'analogue pour « un champ de vitesse » ; 
celui-ci n'existe que dans la matière. 
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consiste en un déplacement de la matière, et non en sa création 
ou sa destruction. Ceci donne à la matière le droit d'être regar- 
dée, non pas comme un pur assemblage de symboles, mais 
comme la substance d’un Univers indestructible. Seulement, 
cet Univers permanent nécessite une division de l’espace-temps 
faite sur un des modes établis au Chapitre HI (+). Parmi ces 
différents modes, l'observateur choisit un espace-temps particu- 
lier car il désire se considérer, lui, ou bien quelque autre 
objet arbitraire, comme au repos. Ceci nous donne l’espace et 
le temps tels que nous les rencontrons dans la description ordi- 
naire de nos expériences. Nous pouvons de celte manière intro- 
duire dans l'Univers à quatre dimensions l'espace et le temps de 
notre perception, c'est-à-dire les concepls dérivés que nous 
faisons dépendre de notre volonté de considérer comme perma- 
nente la matière telle que nous venons de l'entendre. 

Je crois qu'il est maintenant possible de voir la raison pour 
laquelle l'Univers doit nécessairement revêtir la forme que’nous 
lui avions trouvée. Quand nous avons le spectacle d’un océan 
agité, ce n’est pas la particule tourbillonnante de l'eau qui attire 
notre attention, c’est la vague que nous voyons parce qu'elle offre 
un certain degré de permanence. Le mouvement que nous 
remarquons ee spécialement c'est celui de la forme qui consti- 
tue la vague, et qui n'est pas du tout un mouvement de l'eau. 

De même, ce qui arrête le regard de l'observateur (*) qui con- 


(:) Quand l’espace-temps est d'un genre tel que l’on ne peut en faire 
une division rigoureuse suivant l’un des modes voulus, la conservation 
rigoureuse n'existe pas non plus ; mais, pour que le principe soit for- 
mellement satisfait, on altribue unce énergie et une quantité de mouvement 
au champ de gravitation. 

(2) Jusqu'ici nous utilisons le mot « observateur » pour désigner son 
corps et ses appareils de mesure ; nous avons fait jouer à son esprit un 
rôle ni plus ni moins important que dans les autres théories physiques. 
Pour la première fois, maintenant, nous avons égard au fait que les pro- 
priétés de l'Univers extérieur que discute la physique sont des propriétés 
qui ont été choisies par l'esprit. Le principe de la séleclion doil être une 
loi de l'esprit ; les lois de la nalure qui dépendent de cette sélection 
peuvent être regardées comme imposées par l'esprit. Ainsi, l'esprit, dans 
notre théorie, est comparable à un tyran qui fonde ses lois sur l’ Uni- 
vers qu’il perçoit. Ce n'est là qu’une moitié du problème car c'est à 
peine s’il est nécessaire de faire remarquer qu'une loi de l'esprit n’est 
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temple l'Univers des points-événements, c'est ce qui est per- 
manent. Les relations plus simples, telles que les intervalles 
et les potentiels, sont transitoires au contraire et elles ne sont 
pas d’une consistance suffisante pour que l'esprit se risque à ` 
les prendre pour s'en faire une demeure. Mais ce que nous 
avons identifié avec la matière est permanent et, à cause de cette 
permanence, ce doit être pour nous la substance de l'Univers. 
Pratiquement, aucun autre choix n'était possible. 

Il faui remarquer que la conservation de la masse n'est pas 
rigoureusement équivalente à la permanence de la matière. Si 
tout à coup un pain vient à se transformer en un chou, notre 
surprise n’en sera point diminuée parce que le poids se sera 
conservé. Il n'est pas commode de caractériser le fond de cette 
permanence théorique parce que nous regardons comme par- 
faitement naturelles certaines transformations qui, en appa- 
rence, ne diffèrent pas beaucoup de la précédente — transfor- 
mation dun œuf en omelette, ou du radium en plomb. Il 
semble du moins évident que c'est la permanence d’une seule 
qualité, la masse, que l'on devrait regarder comme caracté- 
ristique dans la matière, et ceci explique suffisamment le choix 
de l'identification que nous avons faite. 

En résumé, nous voyons que le choix d’une substance per- 
manente pour l'Univers de notre perception entraîne nécessai- 
rement comme conséquences la loi de la gravitation, toutes les 
lois de la mécanique et enfin l'introduction de l’espace et du 
temps qui entrent dans nos expériences. Toute notre théorie 
n'a été en réalité qu'une discussion de la manière la plus géné- 
rale dont nous puissions édifier une substance permanente sùr 
de simples relations ; c’est la raison qui, ne voulant regarder 
que ce qui est permanent, a en réalité imposé toutes ces lois à un 
Univers complètement indifférent. La nature n’a eu que fort peu 
de rapports avec la matière ; son rôle unique a été de nous four- 


autre qu'une loi à laquelle l'esprit doit lui-même obéir. Il est naturel 
de penser que la prédisposition de l'esprit à ne considérer que ce qui est 
permanent doit être un caractère ‘acquis par la sélection naturelle ; les 
esprits qui, aujourd hui, ne présentent pas ce caractère sont confiés aux 
asiles d’aliénés, et dans les premiers jours du « struggle for life » ils 
n'auraient pas eu le loisir de faire longtemps leur « mea culpa ». Mais 


nous n'avons pas à nous occuper de ce côté de la question. 
z 16 
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nir une base — les points-événements ; mais pratiquement 
cette base aurait pu être quelconque, seul aurait varié le degré 
de complexité des relations. La théorie de la relativité ramène 
tout, en physique, à des relations ; autrement dit, c’est la struc- 
ture, non la substance, qui compte. La substance est indispen- 
sable à la structure mais sa nature n’a aucune importance. Nous 
pouvons à ce propos citer un passage de Bertrand Russell tiré 
de l'Introduction to Mathematical Philosophy. 

« On aurait pu éviter de nombreuses et longues discussions 
philosophiques, si l’on avait bien vu le rôle important que joue 
la structure et la difficulté qu’il y a d'aller au delà. On dit sou- 
vent, par exemple, que l'espace et le temps sont subjectifs mais 
qu'ils ont lun et l’autre des contre-parties objectives ; ou encore 
que les phénomènes sont subjectifs mais qu'ils ont en eux-mê- 
mes les causes qui leur donnent naissance, ces causes différant 
entre elles comme les phénomènes qu'elles produisent. Là où se 
rencontrent de pareilles hypothèses, il est généralement admis 
qu'il nous est impossible d'en savoir long sur la nature des con- 
tre-parties objectives. En réalité, si de telles hypothèses, telles 
qu’elles sont exposées, étaient correctes, ces conire-parties objec- 
tives formeraient un Univers ayant la même structure que T Uni- 
vers des phénomènes... En résumé, toute proposition ayant une 
signification que nous puissions communiquer à d'autres êtres 
pensants, doit être vraie à la fois dans ces deux sortes d Univers, 
ou bien alors dans aucun : la seule chose qui permet de dis- 
tinguer ces deux Univers c'est précisément cetle essence d'indi- 
vidualité qui sans cesse échappe à nos mots et se dérobe à notre 
description, et qui, pour cette raison, est étrangère à la 
science ». 

Voici la position actuelle de notre théorie. — Nous avons un 
Univers de points-événements avec leurs relations d'intervalle 
primordiales. Celles-ci servent à construire mathématiquement 
un nombre illimité de relations plus compliquées qui décrivent 
les différents caractères des élats de l'Univers. Ces relations 
existent aussi nombreuses dans la nature que les sentiers en 
nombre illimité que l'on peut imaginer sur une lande nue et 
désolée. Mais l'existence de ces sentiers est en quelque sorte 
à l'état latent ou virtuel jusqu’à ce que quelqu'un traversant 
la lande vienne à donner à l’un d'eux, celui qu'il a suivi, sa 
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signification réelle. De même, l'une quelconque de ces rela- 
tions ne prend une signification qui la caractérise qu’au moment 
où l'intelligence humaine vient à la choisir. L'esprit, tel un 
filtre, laisse passer la matière et arrête la foule confuse et insi- 
gnifiante des autres qualités, de même que le prisme laisse 
filtrer les pures couleurs de J'arc-en-ciel parmi le chaos des 
vibrations de la lumière blanche. L'esprit exalte le permanent, 
il ignore le transitoire ; comme le montre l'étude mathémati- 
que de ces relations, notre esprit n'a qu’un moyen de se satis- 
faire ; c'est de choisir une qualité particulière comme la sub- 
stance permanente de l'Univers de nos sensations, en ellectuant 
dans l'espace et le temps que nous percevons une division assu- 
rant cette permanence ; une conséquence nécessaire de ce vérita- 
ble choix de Hobson, c'est que les lois de la gravitation et de 
la mécanique el la géométrie doivent s’y trouver satisfaites. 
Est-il exagéré de dire que c'est notre esprit qui, en recherchant 
la permanence, a créé l'Univers de la physique | » Et que par suite 
l'Univers de notre perception n'aurait pas pu être différent de 
ce qu'il est (1) ? 

Cette dernière phrase va peut-être un peu loin, mais elle 
nous montre bien la direction vers laquelle tendent toutes ces 
vues. La théorie plus générale de Weyl sur les relations d'inter- 
valle montre de la même manière que les lois de l’électrodyna- 
mique dépendent simplement de l'identification d’une autre 
chose permanente — la charge électrique. Dans ce cas, lidenti- 
fication est due, non pas à l'intelligence rudimentaire du sau- 
vage ou de l'animal, mais à la puissance de raisonnement du 
savant. La conclusion que nous pouvons tirer de tout cela, c’est 
que les lois de la nature que nous avons fait entrer dans un 
schéma unique — mécanique, gravitation, électrodynamique, 
optique — ont leur origine non pas dans un mécanisme spé- 
cial de la nature, mais dans notre esprit lui-même. 

« Donnez-moi de la matière et du mouvement », aurait dit 


(1) Ce résumé a pour but de montrer la direction vers laquelle ten- 
dent, à mon avis du moins, les vues que nous suggère la théorie de la 
relativité, plutôt que d'exposer d’une manière précise ce que nous avons 
établi. Je sais qu'il y a, à l'heure actuelle, de nombreuses lacunes dans 
notre argument, de sorte que toute cette partie de la discussion doit 
être regardée comme ayant un caractère plus suggestif que dogmatique. 
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Descartes, « et je vous construirai l'Univers ». La raison retourne 
cette phrase et dit : « Donnez-moi l'Univers — un Univers 
comportant des relations — et je vous construirai matière et 
mouvement )). 

N'y a-t-1l pas alors de lois véritables dans l'Univers exté- 
rieur ? Des lois inhérentes au substratum des événements et 
qui se dégagent de phénomènes réglés par ailleurs par le despo- 
tisme de notre esprit ? Nous ne pouvons prédire quelle sera 
la réponse définitive ; néanmoins, aujourd'hui, nous devons 
admettre l'existence de lois qui semblent avoir leur siège dans 
l'Univers extérieur. La plus importante de ces lois, sinon la 
seule, c’est la loi de l’atomicité. Pourquoi cette qualité de l'Uni- 
vers qui distingue la matière du vide n'existe-t-elle qu'en cer- 
tains points de concentration appelés atomes ou bien électrons, 
tous de masse comparable ? D'où provient cette discontinuité ? 
Pour le moment, il semble qu'il n'y ait aucune raison nous 
autorisant à regarder cette discontinuité comme une loi due à 
notre esprit, car lui-même a plutôt de la peine à faire dispa- 
raître les discontinuités de la nature pour y substituer la percep- 
tion du continu. Nous sommes obligés de supposer qu'il y a 
dans la nature des choses une cause à cette concentration en 
atomes. Il est probable que notre Tna e en points- 
événements n'est pas la dernière que nous puissions faire ; si 
nous pouvions pousser notre analyse et atteindre quelque entité 
encore plus fondamentale, peut-être alors l'atomicité et les autres 
lois de la physique apparaîtraient-elles comme des identités. 
C'est là, à vrai dire, la seule explication définitive que puisse 
accepter le physicien. Mais cette analyse plus complète et plus 
définitive n'est pas sur le même plan que celle qui nous a per- 
mis d'atteindre le point-événement. L'Univers peut être ainsi 
constitué que les lois de l’atemicité y soient réellement des lois 
nécessaires ; mais, tant que l'esprit joue un rôle, il semble n'y 
avoir aucune raison pour que l'Univers ait cette constitution. 
Nous pouvons fort bien l'imaginer autrement. L'argument su: 
lequel nous nous sommes appuyés jusqu'iti, c'était que un 
pouvait, quelle que soit la constitution de l'Univers, trouver 
des combinaisons des choses, obéissant aux lois de la mécanique, 
de la gravitation et de l’électrodynamique, ces combinaisons 
étant toutes prêtes à jouer le rôle d’un Univers de perception 
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pour une intelligence en harmonie avec elles ; de plus, tout 
Univers de perception d'une nature différente, notre raison 
doit le rejeter comme non substantiel. 

Il y avait autrefois un vieil économe de collège qui vivait 
cloîtré chez lui et qui se consacrait entièrement à ses comptes. 
I avait coupé tous les liens qui l’unissaient avec l'extérieur et 
il ne se faisait une idée de l’activité et de la vie intellectuelle 
du collège que d’après les reflets qui lui en venaient à travers 
ses notes. Ses comptes à lui, c'était son Univers ; chacun 
des différents items revêtait dans son esprit une individualité. 
Au fond de lui-même se peignait vaguement une réalité objective 
— parallèle en quelque sorte au collège réel — dont il n'avait 
notion que par les livres, les shillings et les pence, c'est-à-dire 
les liens qui l'unissaient à cette réalité. Faire ses comptes, 
c'était devenu pour lui une habitude inévitable que lui avait 
léguée une longue lignée d’économes qui, comme lui, vivaient 
en ermites ; et il ne se figurait pas qu'il était pour quelque 
chose dans cette habitude ; il lui semblait impossible que ses 
comptes pussent être disposés autrement qu'ils ne l'étaient. 
Il avait pourtant une tournure d'esprit scientifique et il voulait 
en savoir plus long sur le collège — l'Univers de ses comptes. Un 
jour, en vérifiant ses livres, il fit une découverte sensation- 
nelle. À chaque item qui apparaissait du côté « Avoir » cor- 
és quelque part dans la colonne « Doit » un item égal. 
« Ah! », dit l’économe, « j'ai découvert une des grandes lois 
qui RAT le collège. C’est une loi rigoureuse et parfaite de 
la nature, qui ne souffre aucune exception. Tout ce qui est 
« Avoir » doit être affecté du signe plus, tout ce qui est « Doit » 
du signe moins ; nous obtenons ainsi la loi de la conservation 
des livres, shillings et pence. Je ne vois pas les limites qui 
peuvent borner mes recherches ; et bientôt, je commencerai 
à comprendre pourquoi chaque jour le coût de la vie augmente ». 

Comme l’économe, il se peut que nous ayons eu tendance à 
confondre les lois économiques avec les lois de nos comptes — 
les lois qui dirigent l'évolution de l'Univers extérieur et celles 
qui proviennent de la superposition des différents aspects sous 
lesquels il nous apparaît. Là où la physique a obtenu ses succès 
les plus grands, c'est dans la découverte de lois qui en grande 
partie, je crois, appartiennent à la seconde catégorie, celle des 
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lois subjectives. IF n'y a aucune raison de mettre en doute que 
la physique ne soit capable de découvrir les lois de la première 
catégorie ; mais jusqu’ ici bien peu de progrès ont été faits sur 
cette route rocailleuse. 

Si l’atomicité dépend de lois inhérentes à la nature, il sem- 
ble à première vue difficile de comprendre la raison pour laquelle 
elle intéresse spécialement la matière, puisque la matière ne 
joue pas un rôle essentiel dans le schéma analytique et qu'elle 
ne doit son importance qu'à des considérations étrangères appor- 
tées par l'esprit. Nous avons vu, cependant, que l'atomicité ne 
se confinait pas uniquement à la matière et à l'électricité ; le 
quantum dont l'importance est tellement capitale dans la phy- 
sique moderne, est en apparence un atome d'action. On ne 
peut donc accuser la nature d’être de connivence avec l'esprit 
pour singulariser la matière. L'action passe généralement pour 
la chose la plus fondamentale de l'Univers réel de la physique, 
bien que l'esprit la néglige par suite de son manque de perma- 
nence ; on a une vague conviction que l'atomicité de l'action 
doit être la loi générale, et que de cette loi doit dépendre d'une 
manière ou d'une autre l'apparence des électrons. Mais les phy- 
siciens n'ont pas encore pu formuler d'une manière précise 
la théorie des quanta d'action. 

Il y a un contraste frappant entre le triomphe de l'esprit scien- 
tifique qui expose le grand schéma général des lois de la nature, 
toutes ramenées aujourd'hui au principe de moindre action, et 
cette défaite que lui infligent les phénomènes extrêmement géné- 
raux découverts récemment, relatifs à la loi d’atomicité des 
quanta. Il est trop tôt pour proclamer son échec dans ce dernier 
cas ; mais il se pourrait tout de même que le contraste ait une 
significalion. C’est déjà quelque chose que l'intelligence hu- 
maine ait su extraire des phénomènes de la nature les lois 
qu'elle y avait elle-même placées ; il se peut qu'il lui soit bien 
plus difficile d'en extraire les lois qui ne furent jamais de son 
domaine. Il est même possible que les lois qui ne tirent pas leur 
origine de notre esprit, soient imintelligibles et que nous ne 
réussissions jamais à les énoncer. Ce n’est pourtant qu'une éven- 
tualité lointaine ; il est probable que si ces lois avaient été 
réellement inaccessibles à notre raison, nous n'aurions même 
pas pu faire progresser la science comme nous l'avons fait, si 
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limités ces progrès soient-ils. Mais si les lois des quanta créent 
vraiment une distinction entre l Univers réel et tout autre Uni- 
vers que nous puissions concevoir, nous pouvons nous atten- 
dre, si nous voulons les énoncer, à rencontrer des difficultés 
auprès desquelles toutes celles que la physique nous a présentées 
jusqu’à ce jour, ne sont rien. 

La théorie de la relativité a passé en revue tous les sujets de 
la physique. Elle a unifié les grandes lois qui, par la précision 
dans la forme et la rigueur dans l'application, ont conquis dans 
la science humaine la place d'honneur que la physique occupe 
aujourd'hui. Et pourtant, en ce qui concerne la nature des cho- 
ses, cetle science n’est qu'une forme vide — un échafaudage 
de symboles. C’est la science de la structure et non celle de 
la substance. Tout l'Univers de la physique est rempli par 
cette substance inconnue qui, sans aucun doute, doit être l'ob- 
jet de nos sensations. C'est à un aperçu des points de vue 
grandioses que nous offre cet Univers physique mais que nous 
ne pouvons atteindre par les méthodes de la physique. De plus, 
nous avons trouvé que là où la science a fait les progrès les plus 
marqués, | esprit n'a fait que retirer de la nature ce qu'il y avait 
introduit lui-même. 

Nous avons découvert l'étrange empreinte d’un pas sur le 
rivage de l'Inconnu. Pour expliquer son origine nous avons 
bâti théories sur théories, toutes plus ingénieuses et plus pro- 
fondes les unes que les autres. Nous avons enfin réussi à 
reconstituer l'être qui laissa cette empreinte, et cet être, il se 
trouve que c'est nous-même ! 
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NOTES MATHÉMATIQUES. 


Note 1 (p. 25). 


Il est impossible de calculer rigoureusement la contraction 
à partir des équations générales de l'électromagnétisme car cel- 
les-ci sont insuffisantes. Il faut qu'il y ait d’autres forces ou d'au- 
tres conditions pour déterminer la forme et les dimensions de 
l'électron ; sous l'effet des forces électromagnétiques seules, 
celui-ci s’étendrait indéfiniment dans tous les sens. La vieille 
électrodynamique est complètement muette sur la nature de ces 
forces supplémentaires. 

La théorie de Larmor et de Lorentz établit que si un système 
au repos dans l’éther est en équilibre, le même système en 
mouvement uniforme à travers l’éther et dont les dimensions 
dans le sens du mouvement auront subi la contraction de Fitzge- 
rald, sera également en équilibre en tout point de l'espace où 
les équations différentielles du champ électromagnétique seront 
applicables. La théorie reconnaîtra donc la généralité de la con- 
traction observée si toutefois les conditions à la limite sur la sur- 
face de l'électron sont compatibles avec cette contraction. Or ce 
point fut confirmé par des expériences faites sur des électrons 
isolés en mouvement rapide (expériences de Kaufmann). Cela 
revient à dire qu'un électron doit se contracter dans le même 
rapport qu'une règle matérielle ; ainsi, bien que la théorie 
jette un peu de lumière sur le mécanisme de la contraction 
matérielle, on ne peut pas dire qu'elle donne une explication 
générale de l'existence de cette contraction. 
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Note 2 (p. 59). 


Supposons qu'une particule se meuve du point-événement 
(zi Y Z À) au point-événement (æ,,. Y2, 22, t2) ; sa vitesse u 
est donnée par : 


(2 - eH Ge mn + (22 | 


2 = 
Ua = hp 


La formule donnant s? peut donc s'écrire : 
s=(t;—t,) Vi—w. 


(Nous laissons de côté le facteur V—T car le signe de s? est 
changé dans la suite du Chapitre). 

Si 1, et {, désignent le début et la fin du cigare de l’aviateur 
(Chapitre I), nous aurons, au jugement de l'observateur ter- 
restre, 


t —t, =60 minutes, 
Vi—u?= contraction de Fitzgerald = 4. 
Au jugement de l’aviateur, 
t—ł, = 80 minutes, 
Vi—u?= 1. 
Ainsi, pour les deux observateurs, s—30 minutes, ce qui 


montre bien que c’est là une quantité absolument indépendante 
de l'observateur. 


Note 3 (p. ôo). 


Les formules de transformation des coordonnées pour une 
rotation des axes sont : 


z= z cos ð—r sin 9 
y= 


=Z 
t=g sin 6+r cos86, 


où 9 est l'angle de rotation des axes dans le plan ax. 
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Soit u=itg®, de sorte que l'on peut poser 


Les formules précédentes deviennent 


z= f(x" —iur) 
p= 
AVN 


B(T -+ iur), 


ou, en posant iz=t pour revenir au temps réel : 


z= —ut) 
y= 
P= 


t= —ur’), 


ce qui nous donne les relations entre les coordonnées respec- 
tives de deux observateurs en mouvement uniforme lun par 
rapport à l'autre ; leurs systèmes de coordonnées d'espace sont 
supposés rectangulaires et confondus au temps t=ť =o ; leur 
vitesse relative est dirigée suivant l'axe des x (ou des x’). 

Le facteur 8 donne dans la première équation la contraction 
de Fitzgerald, et dans la quatrième, le retard dans le temps. 
Les termes ul’ et uz’ correspondent aux conventions nouvelles 
de repos et de simultanéité. 

Un point au repos æ=const., pour le premier observateur 
correspond à un point se mouvant avec la vitesse u, x —uf = 
=const., pour le second. Par suite la vitesse relative de ces 
observateurs l'un par rapport à l’autre est u. 


Note 4 (p. 102). 


La condition de planéité d’un espace à deux dimensions est : 


"D ( Ga Ju D 1 =) 
dL, gu V S dLa Vougs — Jai T4 
Ea ( 2 dgis I G gis Dqu 


ar Ca 
Ts \WVIuge 


= — a enen e = 0. 
Ti? dT4 VYuÿx — Ji ILa GaV Juge — g? T1] 


2 
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Note 5 (p. 111). 


Soit g la valeur du déterminant du quatrième ordre dont les 
éléments sont les coefficients Glao 

Désignons par g» le mineur de ÿ uv divisé par CE 

On entend par « symbole à trois indices du deuxième genre » 
de Christoffel { pv, À} l'expression : 


I Na Tuy djy 2 yy 
EMAN e e 
Yv u œ 
où l’on additionne tous les résultats obtenus en donnant à æ 
les valeurs 1, 2, 3, 4. Il y a 4o symboles différents à trois indi- 


ces. 
Le tenseur de Riemann-Christolfel est : 


Bise = #90} — sa f9 €} + feas e) fev, e} — fur, e} fc. 


les termes contenant e devant être sommés pour toutes les 
valeurs entières de e de 1 à 4. 


BYT 


Le tenseur « contracté » de Riemann-Christoffel e — B° 
peut s'écrire sous la forme : 


Guy = = fuy, al + fua, p: vB, al 
2 A 


Ar DCE, log V—g— fw, a} Le log V— g, 


où, suivant une convention générale, tout terme contenant deux 
fois le même indice doit être sommé pour les valeurs 1, 2, 3, 4 
de cet indice. 


La courbure G = g#G,, doit être calculée en tenant compte 
de la convention précédente. 


Note 6 (p. 118). 


Le potentiel électrique dû à une charge eest : 
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v, étant la vitesse radiale de la charge, C la vitesse de la lumière 
et la parenthèse carrée indiquant qu'il s’agit de valeurs retar- 
dées. Si, comme degré d’approximation, on s’en tient à l'ordre 


de Tr, le dénominateur est égal à la distance actuelle r et 
l'expression se réduit à = comme si la propagation était instan- 


tanée. La formule précédente pour le potentiel a été donnée 
par Liénard et Wiechert. 


Note 7 (p. 121). 


On trouve que le tableau suivant des valeurs des potentiels 
satisfait rigoureusement à l'équation G,, = 0, les G, étant ceux 
donnés dans la Note 5, 


f 
— — o o o 
Y 
Ae o o 
— Xÿ Sin?x, O 
y 


où Y= I—— ap k étant une constante (Partie théorique, $ 29). 


1 
Par suite, ces potentiels définissent un espace-temps que l'on 


peut rencontrer réellement dans la nature, cet espace-temps étant 
rapporté à un certain système de coordonnées. Si k=0, les 
potentiels se réduisent à ceux d’un espace-temps euclidien rap- 
porté à des coordonnées polaires. On peut donc remplacer 
Ti Lo, Ts, Z4 par les notations ordinaires r, 0,9, t Il ne faut pas 
oublier pourtant que l'identification avec les coordonnées polai- 
res n'est qu'approximalive ; une pris également très 


bonne est obtenue si nous posons 4, =r+ LS substitution 


souvent employée au lieu de x, =r, car elle ‘a l'avantage de 
rendre plus symétrique l'expression de la vitesse de la lumière 
en fonction des coordonnées. 

On peut ensuite trouver analytiquement toutes les propriétés 
mécaniques et optiques d'un pareil genre d'espace-temps ; l'ob- 
servation montre que ces propriétés sont indentiques à celles 
que l’on rencontre dans le voisinage d’une particule au repos 
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située à l'origine des coordonnées et de masse gravitationnelle 
= D'où cette conclusion que le champ de gravitation que nous 


P $ y k 
avons décrit est produit par une particule de masse = o, 


si l'on préfère, une particule de matière au repos est produite 
par le genre d'’espace-temps considéré. 


Note 8 (p. 123). 
En posant égale à l'unité la constante de gravitation, nous 
avons pour une orbite circulaire : 
d’où : 


La vitesse de la Terre, v, est approximativement de 3o = 3 


ou 


—— de la vitesse de la lumière. Le rayon de son orbite 


r est à peu près égal à 1,5 x r08 km. Donc m, masse gravita- 
tionnelle du Soleil est sensiblement 1,5 km. 
Le rayon du Soleil étant 697.000 km., la quantité — que 


l'on rencontre dans nos formules est, à la surface du Soleil, 
égale à 0,000 004 24 ou 0”,87. 


Note 9 (p. 152). 


(Voir Partie Théorique, $$ 30-31). 
Les équations générales d’une géodésique sont : 


} re deg 


== 0 (p= 2,2, 3, 4). 


9 y» 
dix p (18 
ds tnt? 


pe 


ds ds 


L'élément linéaire étant donné par : 


ds? =— z —r2d8? + ydt?, (1) 
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on peut calculer les symboles à trois indices ; on trouve que 
deux des équations géodésiques prennent la forme plus simple : 


d?8 2 dr dû 
din de ds — 0? 

dt , d(logy) dr dt x 
ds? ! dr ‘ dsds 


qui par intégration, donnent : 


Th (2) 
dt c 


h et c étant des constantes d'intégration. 
Par élimination de dt et de ds entre (1), (2) et (3) on obtient : 


U ENE RE 2 2m , 2mh? 
(AF) tise E, 


7? dð 7 
ce qui peut s’écrire : 
due C— 1 2nu s 
=- TEE e N a à 
(S) +u Hga + emu’, 
I 
en posant u= — . 
p = 


En difiérentiant par rapport à 8 : 


du 


x By : 
TE À u = 7 + omu’, 


ce qui donne l'équation de l'orbite sous la forme habituelle dans 
la dynamique du point matériel. Elle diffère de celle de l'orbite 
newtonienne par la présence du terme 3mu? qui impl'que, 
comme il est facile de le voir, le mouvement du périhélie. 

La trajectoire d’un rayon lumineux s'obtient également à par- 
tir de-cette formule puisque, d’après le principe d'équivalence, 
elle est identique à celle d’une particule matérielle se mouvant 
avec la vitesse de la lumière. Il suffit de faire ds =o, et par suite 
h= œ. L'équation différentielle du rayon lumineux est donc : 


du 
d9? 


+ u = 3mu’?. 
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Une solution approchée est : 


cos0 m . * 9 
u=- + pa (cos* 6 + 2 sin 8) 


r 1° vor s . m? 
en négligeant les quantités très petites =. En revenant aux 
coordonnées cartésiennes : 


12 2 
Te —$ 2? + 27? 
R yry? 


Les asymptotes de celle trajectoire s’obtiennent en faisant 


- très grand dans cette formule. D'où : 


leur angle est donc égalà +. 


Note 10 (p. 156). 


Ecrivons l'élément linéaire sous la forme : 


d#= — (1 +a? +.) d— rde 4 (14b2 +c? A ade, 
la loi approchée de Newton donne b =—2 ; la direction obser- 


vée des rayons lumineux donne ensuite à a la valeur +2 ; aet 
b étant trouvés, le mouvement du périhélie de Mercure fixe enfin 
c égal à o. 

Introduire un coefficient arbitraire de r°d8? reviendrait sım- 
plement à changer le système de coordonnées ; par conséquent, 
on ne peut par ce moyen arriver à un espace-temps intrinsè- 
quement différent. On voit donc que dans les limites de la pré- 
cision adoptée, l'expression trouvée par Einstein peut se déter- 
miner complètement par l'observation. 

On peut remarquer que l'élément linéaire 


9 am 
dè =— drè — rd? + (1 2%) ae 


ne donne que la moitié de la déviation observée pour la lumière, 
et le tiers du mouvement réel du périhélie de Mercure. Comme 
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C1 


ce sont les résultats que permettaient d'atteindre les anciennes 
théories quand on tenait compte de la variation de la masse 
avec la vitesse, on voit que le point essentiellement nouveau de 


la théorie d'Einstein, ce fut l'introduction du coefficient F de 


dr?. 


Note 11 (p. 163). 


On admet souvent que le principe d'équivalence nous autorise 
à dire que toute propriété invariante que lon rencontre à l'exté- 
rieur d'un champ de gravitation, est également valable à l'inté- 
rieur d'un tel champ ; mais il y a nécessairement une certaine 
restriction à cette équivalence. Considérons, par exemple, les 
deux équations invariantes : 


ds? = : 
ds? (a + kB? Be?) ESN 


où k est une constante ayant les dimensions d'une longueur. 


Comme B° „ s’annule à l'extérieur d'un champ de gravitation, 
si l'une de ces équations est vraie, l'autre devra l'être également. 
Or il est évident qu'elles ne peuvent toutes deux s'appliquer à 
un champ de gravitation puisqu'alors B$, BE n’est pas 


48 m2 
75 


nul et qu'il est en fait égal à . (Je crois que le facteur 


numérique 48 est correct ; pour montrer la longueur de ce 
calcul, qu'il me suffise‘ de dire que l'expression contient 
65.536 termes parmi lesquels il faut rechercher ceux qui ne 
s’annulent pas). 

Tant que l’on s’en tient au raisonnement général, il semble 
n'y avoir pas plus de raisons pour prendre ds?, plutôt que 


èma \ É 
ds (1 + 48 on ) ou toute expression du même genre, comme 
caractère invariant de la vibration d'un atome (Partie Théorique, 


§ 33). 
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Note 12 (p. 167). 


Considérons deux rayons lumineux qui divergent à partir d'un 
certain point situé à une distance R d’une étoile de masse m, 


et qui passent aux distances r et r+ dr de cette étoile. La dévia- 


s A Á . . 
tion étant de T, la divergence augmente de la quantité 


Amdr . 2 ` 7 o WE 
WT ; cet accroissement sera égal à la déviation primitive 


7 
dr 
R 


` 


à 10% km. La divergence de la lumière doublera donc quand 
la déviation réelle de la lumière sera de 1077, ou 0,02. Dans le 
cas d'une étoile qui par rapport à nous serait derrière le Soleil, 
la divergence primitive des rayons n'aurait pas le temps de 
s'accroîlre ; au contraire, si la lumière provenant d’une étoile 
doit parcourir une distance stellaire après que la déviation s’est 
produite, l'éclat de l'étoile se trouve affaibli, par suite de l'ac- 
croissement de la divergence. En général, dans les phénomè- 
nes stellaires, l’affaiblissement de l'éclat serait plus facilement 
observable que la déviation réelle des rayons lumineux. 


sir =y4mR. Pour 4m= 10 km., R=10 km., r est égal 


Note 13 (p. 175). 


Les relations sont (Partie Théorique, $ 38) : 


G se Qu = 1, 2,3, h); 


Y £ or 
4 2 Ty 


où G°, est la dérivée covariante (contractée) de G’, ou JC 


Je doute que l'on ait jamais entrepris le travail laborieux de 
vérifier toutes ces formules par l'algèbre ordinaire. 


Note 14 (p. 197). 


La loi modifiée pour un espace-temps sphérique est, dans 
une région vide : 


Gus == AT uye 
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Dans un espace-temps cylindrique, la matière est indispen- 
sable et la loi, dans une région occupée par de la matière, est : 


Guy — + gps (G — 21) = — 8T py, 


le terme 2X étant la seule modification introduite dans l'expres- 
sion de la loi primitive. L'espace-temps sphérique de rayon R 


est donné par À — = ; l’espace-temps cylindrique par A= à, 
pourvu qu'il y ait de la matière dont la densité moyenne soit 


p =r . La masse totale de matière contenue dans l'Univers 
cylindrique est 4 zR ; elle doit être énorme, si l'on prend comme 
point de comparaison le Soleil dont la masse n'est que de 


1,5 kilomètres. 
Note 15 (p. 215). 


Voir Partie Théorique, $ 50. Weyl a publié sa théorie dans 
les Berlin. Sitzungsberichte, 30 Mai 1918 ; Annalen der Phy- 
sik, Bd. 59 (1919), p. 101. Elle se trouve également dans la 
troisième édition de son traité : Raum, Zeit, Materie. 


Note 16 (p. 218). 


L'argument est en réalité plus complexe qu'il ne le paraît 
dans le texte, car nous n'avons fait aucune distinction entre la 
densité et l’action dans une région, la courbure et la courbure 
totale dans cette région. Si l’on considère une région bien 
délimitée de l'espace et du temps, son volume sera multiplié 
par 16 quand la jauge deviendra deux fois moindre. Par suite, 
pour la densité d'action nous devons choisir une expression 
qui prenne une valeur 16 fois moindre quand la jauge se trouve 


diminuée de moitié. Mais G est proportionnel à E où R est 
le rayon de courbure ; il diminue donc dans le rapport de 4 à 1. 


L'invariant Bfe Ba a mêmes dimensions (dans le système 
de jauges) que G? ; par suite quand on l'intègre à l'intérieur 
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d'un certain domaine d'Univers, il donne un nombre pur indé- 
pendant de la jauge. Dans la théorie de Weyl, cet invariant 
n'est que la partie gravitationnelle de l'invariant complet 


2 Eo \/ pus 1 ept) 
(Bho FIEF, (B7 gt 
qui se réduit à : 


Bi Bi an SE 

Le deuxième terme donne l'expression bien connue de la 
densité d'action dans le champ électromagnétique, et ceci rend 
évidemment très probable l'identité de cet invariant avec la 
densité d'action. 

La théorie d'Einstein, au contraire, crée là une ambiguïté 
car bien qu'il puisse y avoir une action dans un champ électro- 
magnétique sans électrons, la courbure est nulle. 


NOTE HISTORIQUE. 


Avant l'expérience de Michelson-Morley, on avait longuement 
discuté pour savoir si l'éther situé à l’intérieur et au voisinage 
de la Terre subissait un entraînement du fait du mouvement 
terrestre, ou bien s'il passait librement au milieu des interstices 
séparant les atomes. L’aberration astronomique démontrait 
d'une manière catégorique l’immobilité de l’éther ; au con- 
traire, Arago et Fizeau recherchant l'effet du mouvement d'un 
milieu transparent sur la vitesse de Ja lumière traversant ce mi- 
lieu, firent des expériences qui décidèrent en faveur d’un entrat- 
nement partiel de l'éther par la matière en mouvement. Ces 
expériences étaient des expériences du premier ordre — c'est- 
à-dire qu'elles ne permettaient de mesurer que le terme du 
premier degré en fonction du rapport de la vitesse du milieu 
transparent à celle de la lumière. L'expérience de Michelson-Mor- 
ley fut le premier exemple d'une expérience assez délicate pour 
avoir pu déceler des effets du second ordre, proportionnels au 
carré du rapport précédent ; ce résultat que nul courant d'’éther 
traversant les objets terrestres ne pouvait être mis en évidence, 
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sembla confirmer l'hypothèse de l'entraînement total de l’éther 
par la Terre. Il fallut alors concilier ce point de vue avec le 
phénomène de l’aberration. 

Cet essai fut tenté par Stokes ; mais sa théorie, toute mathé- 
matique, parut insoutenable. Lodge chercha expérimentalement 
si des corps plus petits entraînaient l’éther dans leur mouvement, 
et il montra que l'éther situé entre deux disques d'acier placés 
l’un en face de l’autre et tournant dans le même sens, ne subis- 
sait aucune modification. 

Cette controverse de l’éther immobile et de l’éther entraîné 
passa alors par une phase du plus haut intérêt. En 1895, Lo- 
rentz discuta la question du point de vue de la théorie électri- 
que de la lumière et de la matière. Par sa transformation célè- 
bre des équations électromagnétiques, il fit disparaître toutes 
les difficultés relatives au premier ordre et montra que ces effets 
étaient tous compatibles avec l'hypothèse d'un éther immobile. 
En 1900, Larmor compléta la théorie pour les effets du second 
ordre et il parvint à donner une base théorique à l'hypothèse 
de la contraction imaginée en 1892 par Fitzgerald pour expli- 
quer l'expérience de Michelson-Morley. La théorie de la fixé 
de l'éther était donc compatible avec tous les résultats expéri- 
mentaux, et ce fut elle qui subsista. 

D'autres expériences du second ordre furent faites par Ray- 
leigh et Brace sur la double réfraction (1902, 1904), Trouton et 
Noble sur le couple que devait subir un condensateur chargé 
(1905), Trouton et Rankine sur la conductibilité électrique 
(1908). Toutes montrèrent que le mouvement de la Terre n'avait 
aucun effet sur ces phénomènes. Au point de vue théorique, 
Lorentz (1902) établit que l'indifférence des équations du champ 
électromagnétique à toute vitesse des axes de référence, qu'il 
n'avait établie que pour le premier ordre et que Larmor avait 
complétée pour le second, existait pour tous les ordres, Cepen- 
dant, il n'arrivait pas à établir avec la même rigueur une trans- 
formation correspondante pour des corps renfermant des élec- 
tros. 

Larmor et Lorentz introduisirent tous deux un «temps local » 
pour le système mobile. Tl était clair que pour nombre de phé- 
nomènes ce temps local devait remplacer le temps « réel » ; 
mais on ne faisait pas remarquer que l'observateur en mouve- 
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ment était nécessairement conduit à prendre ce temps local 
pour le temps réel. Einstein en 1905 introduisit le principe de 
relativité moderne en affirmant que le temps local était le temps 
pour l'observateur mobile ; il n'existait plus de temps réel ou 
absolu, mais seulement un temps local, variable d’un observa- 
teur à l’autre. Il prouva que la simultanéité absolue était liée à 
l'existence d’emplacements absolus dans l’espace d’une manière 
si étroite que rejeter la possibilité de cette dernière entraînait 
l'impossibilité de la première. En montrant qu'un observateur 
du système mobile mesurait toutes les vitesses au moyen de 
l'espace local et du temps local de ce système, Einstein fit dis- 
paraître les dernières difficultés qui subsistaient dans l'interpré- 
tation physique de la transformation de Lorentz. 

On pouvait ainsi déduire immédiatement des principes rela- 
tifs à la mesure de l’espace et du temps la relation entre les 
coordonnées d'espace et de temps de deux observateurs en mou- 
vement l’un par rapport à l'autre. Cette relation doit s'appliquer 
à tous les phénomènes pourvu que ceux-ci n'exigent pas la pré- 
sence de quelque milieu permettant d'atteindre l’espace et le 
temps absolus. Nous avons dit plus haut que ces formules pou- 
vaient se déduire par des calculs assez longs des équations de 
l'électromagnétisme ; cette déduction nous apparaît maintenant 
comme un cas particulier ; elle nous montre que les phéno- 
mènes électromagnétiques n’ont aucun rapport avec un milieu 
absolu au sens précédent. 

La combinaison des espaces et des temps locaux d'Einstein 
en un espace-temps absolu à quatre dimensions fut l’œuvre de 
Minkowski (1908) et le Chapitre ITI de cet Ouvrage est en grande 
partie basé sur ses recherches. C'était un grand progrès que 
cette analyse de l'Univers par le vecteur à quatre dimensions ; 
mais la grosse simplification du problème fut apportée par Eins- 
tein et Grossmann grâce à l'emploi qu'ils firent de la puissante 
méthode de calcul de Riemann, Ricci et Levi-Civita. 

En 1911, Einstein énonça le principe d'équivalence, orientant 
pour la première fois la question vers le problème de la gravi- 
tation. En affirmant que non seulement les phénomènes méca- 
niques mais aussi les phénomènes optiques et électriques qui 
se produisent dans un champ de gravitation ou dans le champ 
produit par l'accélération de l’observateur étaient équivalents, 


262 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 


il put prévoir le déplacement des raies du spectre solaire et la 
déviation de la lumière passant au voisinage du Soleil. Dans le 
dernier cas cependant, il ne prédisait que la demi-déviation, car 
il admettait encore la loi de gravitation de Newton. Freund- 
lich, aussitôt, fit l'examen de photographies prises pendant des 
échpses antérieures mais il ne trouva rien, faute d’une précision 
suffisante ; plus tard, voulant soumettre à l'expérience l'hypo- 
thèse d'Einstein, il partit en Russie et fit ses préparatifs pour 
observer l'éclipse de 1914, mais il ne put faire ses observations 
par suite de la déclaration de guerre. Un autre essai fut fait 
par l'Observatoire Lick lors de l’éclipse peu favorable de 1918. 
Seuls les résultats préliminaires furent publiés ; ils montraient 
que l'erreur accidentelle probable pour la déviation moyenne 
(rapportée au bord du disque solaire) était environ de 1”,6, 
de sorte qu’ on n’en put tirer aucune conclusion. 

Le principe d'équivalence rendit possible une théorie géné- 
rale de la relativité non limitée aux mouvements uniformes, car 
il donna le moyen d'échapper aux objections que l’on n'avait 
cessé d'élever depuis Newton contre une pareille généralisation. 
Il parut tout d’abord que la possibilité de cette généralisation 
était bien aléatoire et que l'on était simplement en droit de ne 
pas considérer comme définitives toutes les objections formulées 
contre elle tant que n'auraient pas été envisagées toutes les 
complications possibles dues à la gravitation. En 1913, Eins- 
tem surmonta les principales difficultés. Sa théorie sous sa 
forme complète fut publiée en 1915 ; mais elle ne nous parvint 
qu’une année ou deux après. Comme c'est cette théorie qui est 
le sujet essentiel de ce Livre nous pouvons arrêter ici cette notice 
historique. 


i 


PARTIE THÉORIQUE 


INTRODUCTION 


La présente théorie mathématique suppose connu du lecteur 
tout ce qui a été exposé dans la première partie du Volume ; 
tous les raisonnements qui ont déjà été faits ne sont répétés ici 
que lorsque le symbolisme mathématique permet de leur don- 
ner une précision plus grande. Après la Section I, Finstru- 
ment mathématique devient d’un maniement assez délicat et 
seuls pourront aller jusqu'au bout de la théorie ceux qui vou- 
dront bien passer quelque temps à se familiariser avec lui. Le 
lecteur qui aura le temps non seulement d'apprendre, mais 
surtout de pratiquer le calcul tensoriel ne trouvera rien ici de 
nature à l'arrêter. Nous avons développé ce calcul en partant 
des bases les plus larges possibles et en le regardant non pas 
comme un mal inévitable à réduire le plus possible, mais comme 
le moyen le plus sûr de saisir la signification profonde de nos 
connaissances en physique. La physique est l'étude non pas des 
« choses » mais des mesures ; étant l'étude directe des relations 
qui unissent entre elles les mesures faites par différents obser- 
vateurs sur les mêmes « choses », le calcul tensoriel est la 
clef de tous les progrès que l’on peut faire sur ce sujet. 

Peut-être le trait le plus caractéristique de la théorie que nous 
allons développer, est-il qu ‘elle ne s'appuie sur aucun Principe 
de Moindre Action. Un principe de ce genre n'est introduit que 
dans le dernier paragraphe, encore n'est-ce que très accessoire- 
ment. Nous en verrons la raison dans la Section IV. 

Parmi les nombreux travaux qui ont eu pour sujet cette théo- 
rie mathématique, je me suis plus spécialement inspiré de ceux 
d'Einstein et de de Sitter. Dans les dernières sections, je dois 
beaucoup au remarquable traité de Weyl « Raum, Zeit, Mate- 
rie » ‘troisième édition. Julius Springer. Berlin). Les passages 
sont relativement rares où l'ordre dans le développement de 
la théorie que j'expose m'a permis de suivre sans modifica- 
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tion les travaux originaux, de sorte qu'il m'est impossible d'indi- 
quer dans le détail les sources où J'ai puisé à chaque paragra- 
phe. Je n'ose espérer qu'une analyse aussi complexe soit à 
l'abri de toute erreur ; mais si je dois avouer ma faillibilité, je 
n'aurai rien à regretter si cet aveu peut inciter le lecteur à 
soumettre les pages qui suivent à un examen attentif et à une 
critique sévère. 


A.-S. EDDINGTON. 


Octobre 1920. 
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SECTION I. 


PRINCIPES ÉLÉMENTAIRES. 


1. Indétermination du système de coordonnées. 


Nous avons vu dans les premiers chapitres que des observa- 
teurs animés de mouvements différents faisaient de l'espace et 
du temps des mesures différentes, aucune d'elles ne pouvant 
être considérée comme plus Dadementale qu'une autre. Vous 
nous proposons de construire une théorie de l'Univers qui recon- 
naisse formellement cette indétermination du système de mesu- 
res. Avant les recherches d'Einstein, on m'avait jamais douté 
de l'existence d'un temps absolu et unique ; et la possibilité 
qu ‘un observateur en mouvement adoptât inconsciemment un 
temps fictif différent associé à un espace approprié, ne trouvait 
son explication que dans l'hypothèse entièrement gratuite de 
compensations particulières résultant des propriétés de la 
matière et des forces électromagnétiques. Mais aujourd'hui, la 
meilleure manière d’unifier nos conceptions, c'est de considé- 
rer la totalité des phénomènes comme associée à une indéter- 
mination complète du système espace-temps, indétermination 
due à la nature de notre science expérimentale. 

On situe un événement à l'aide de quatre coordonnées g, y, 

t. Le système de coordonnées étant arbitraire, elles ne peu- 
vent intervenir directement dans les processus de la nature. 
Pour un événement isolé, tel groupe de valeurs convient aussi 
bien que tel autre. Ce n’est que dans la considération des rela- 
tions entre deux ou plusieurs événements que les coordonnées 
prennent une signification puisqu'elles définissent la situation 
relative des événements. Dans le cas de deux dimensions si nous 
nous donnons les coordonnées rectangulaires z, y, des diffé- 
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rents points d'une figure plane, nous avons une description 
complète de cette figure et nous pouvons la construire ; cepen- 
dant, ces données sont surabondantes car elles impliquent un 
élément arbitraire (l'orientation) qui est étranger à ses proprié- 
tés géométriques et que l’on doit laisser de côté. D'autre part, 
nous pouvons fort bien décrire cette figure en nous donnant les 
distances séparant ses différents points pris deux à deux ; ce 
serait un procédé peu pratique bien souvent mais qui aurait 
l'avantage de n'introduire aucun élément étranger à ses pro- 
priétés, puisqu'il est muet sur l'orientation. 

De même, notre description à Faide des quatre coordonnées 
z, y, 2, t, contient un élément arbitraire, analogue à l’ « orien- 
tation », et qui n'a rien de commun avec la configuration de 
l'Univers. C'est cet élément arbitraire qui, dans tout système 
de coordonnées, est la cause de l'indétermination. Au contraire, 
les relations liant deux à deux les différents événements et qui 
sont analogues à la distance, contiennent tout ce qui a rapport 
à la configuration de l'Univers. 

En conséquence, notre hypothèse fondamentale sera que tout 
ce qui, dans notre science expérimentale, dépend de la situation 
des événements — tout ce que nous pouvons savoir sur leur 
configuration — est contenu dans la relation qui unit ces évé- 
nements deux à deux. Cette relation c’est l'intervalle, que nous 
désignons par ds. 

Jamais nous ne séparerons l’une de l’autre ces deux méthodes 
de description de l'Univers par les z, y, z, t, ou par le ds, car 
toutes deux présentent des avantages : la première est simple 
et concise, la seconde permet d’ interpréter directement l'expé- 
rience. Mais, dans l'emploi du premier procédé nous ne devons 
pas faire la faute d’attacher un sens au côté de la description 
qui n’en présente pas — de découvrir des différences là où il 
n'y en a pas. C’est seulement par l'intermédiaire du ds que notre 
science de l'Univers prend une forme indépendante de tout 
élément étranger. 

La première chose à faire est donc de trouver la formule qui 
permet de passer de la description par les coordonnées à la des- 
cription par les intervalles. 
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2. La forme quadratique fondamentale. 


Considérons deux événements voisins, de coordonnées (x,, £3, 
Zas La) (21 + ds, Z3 + der, 23 + dis, £4 + dx), dans un système 
de coordonnées quelconque. Nous admettrons que l'intervalle 
séparant ces deux événements est donné par : 


ds? = oan AT UE ce D + gudre 
+ogdæ, de, + 2q,.dx,dæ, + gudr dE, + 29,.4dx,dx;, 
+ 29,d2,dx, + 29:4x,dx,, (a) 


où les coefficients gı, etc., sont des fonctions des coordonnées. 
En d'autres termes, nous admettons que le ds? est une certaine 
forme quadratique des différentielles des coordonnées, 

Ce n'est pas là le cas le plus général que l’on puisse imagi- 
ner ; nous aurions pu, par exemple, poser ds* égal à une forme 
biquadrätique des différences de coordonnées. Seulement, la 
forme que nous avons choisie est celle qu'exige l'expérience. 
Il est assez difficile de dire jusqu'à quel point c’est à une pro- 
priété spéciale de l'Univers extérieur à nous, que nous faisons 
appel, ou à une propriété de nous-mêmes, dans le choix des 
caractères de l'Univers qui nous sont accessibles par l’obser- 
vation. Si la formule (2,1) est considérée comme exacte, elle 
différencie, semble-t-il, l'Univers réel de tous les autres Univers 
imaginables ; je crois que le plus vraisemblable est d'admettre 
que cette formule n’est vraie que statistiquement, que des Gus 
etc., sont des moyennes statistiques que nous pourrions cal- 
culer dans tout Univers concevable à quatre dimensions. 

Considérons une région suffisamment petite ou suffisamment 
homogène pour que l’on puisse regarder les g comme constants. 
Ecrivons 


Yı = 08, + One + 0333 + ta, Ya = bats + bot + bits + bia, etc. 
Nous pouvons choisir les 16 constantes a., TE etc., de telle 

sorle que (2,1) se réduise à : 
ds? = dy,? + dya? + dy? + dy,2. (2,2) 


En remplaçant dans (2,2) les y par leurs valeurs respectives 
et en comparant avec (2,1) nous obtenons seulement 10 équa- 
tions pour déterminer 16 constantes de sorte que nous pouvons 
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faire la réduction à une somme de quatre carrés d’une infinité de 
manières. Nous admettrons, s’il le faut, des valeurs imaginaires 
des constantes. 

Remarquons que cette réduction n’est pas possible en général 
pour une région étendue où les g doivent être considérés 
comme des fonctions variables et non plus comme des cons- 
tantes. 

Envisageons tous les événements pour lesquels y, a une cer- 
taine valeur. Ces événements formeront un Univers à trois 
dimensions. Pour ces événements, dy, étant nul, nous aurons : 


ds? = dy,?+ dy? + dy”. (2,9) 


C'est précisément la relation qui nous est si familière dans 
notre espace ordinaire, ce que, dans notre science d'observation, 
nous appelons la distance entre deux points et que nous dési- 
gnons par : 

ds? = dx? + dy? + dz?, (2,4) 


£, y, z étant des coordonnées rectangulaires. 


Par suite, une section de l'Univers par y,=c" nous appa- 
raîtra nécessairement comme un espace au sens ordinaire, et 
Yı» Ye, Ys comme des coordonnées rectangulaires. Cette iden- 
tification est inévitable car, d’après notre hypothèse primitive, 
toutes les propriétés observables ne prennent place dans les sys- 
tèmes de coordonnées qu'en passant par le ds?, de sorte que si 
la formule du ds? convient, il est inutile de rechercher quelque 
dissemblance s'opposant à cette identification. 

Si nous nous donnons un certain système de coordonnées 
dans l'espace, nous chercherons si nous pouvons le qualifier 
de rectangulaire ou non en appliquant les constructions géo- 
métriques bien connues faites au moyen de règles et de com- 
pas. Ces constructions ne sont que de simples applications de 
la formule (2,4) qui lie les distances mesurées aux différences 
de coordonnées. Dire que les coordonnées sont rectangulaires 
signifie simplement pour nous que ces constructions sont possi- 
bles et que cette formule est satisfaite. Donc, quand nous trou- 
vons comme en (2,3) que la formule est vérifiée, les coordon- 
nées doivent être considérées comme rectangulaires. 

Il nous faut cependant ajouter une condition. Les coordon- 
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nées Yı, Yz, Ys pour des événements réels doivent être elles- 
mêmes réelles sinon la ressemblance avec notre espace ordinaire 
serait seulement formelle. 

Supposons cette condition admise ; l'expression générale se 
trouve maintenant réduite à 


ds? = dx? + dy? + dz? + dy:?, (2,5) 


où æ, y, z sont regardés comme des coordonnées rectangulaires 
d'espace. Evidemment y, doit contenir le temps sinon notre 
localisation des événements par quatre coordonnées serait in- 
complète ; mais nous ne devons pas l'identifier trop vite avec 
le temps pur. 

Je pense que ce qui suit passera pour une définition satisfai- 
sante de l'égalité d’intervalles dans le temps : étant donné un 
mécanisme doué d'un mouvement de révolution, ses différentes 
révolutions mesureront des intervalles dans le temps égaux 
en quelque lieu et à quelque moment que ce soit, pourvu que 
le mécanisme, les lois qui régissent son mouvement et l'état 
de l’espace environnant restent rigoureusement les mêmes. 

Nous devons encore ajouter que le mécanisme doit, dans 
son ensemble, être au repos car nous avons vu qu'un mou- 
vement rapide imprimé à une horloge influait sur sa marche. 
A l’ancien point de vue, cette condition du repos eût été com- 
prise dans l'expression « états semblables de l'espace environ- 
nant », car le mouvement à travers l’éther était un des fac- 
teurs constituant l’état de cet espace environnant ; la théorie 
de la relativité, au contraire, n’aitache pas de signification à 
un tel mouvement, et il est nécessaire dénoncer explicitement 
la condition précédente. 

Qu'entendons-nous par : le mécanisme et les lois qui régis- 
sent son mouvement doivent rester rigoureusement les mêmes ? 
Nous voulons dire que nulle différence observable ne peut être 
décelée ; ceci exige, comme nous l'avons vu, que les interval- 
les ds séparant les couples de points correspondants pris dans 
chacune des deux configurations comparées, doivent être égaux. 
En particulier, les intervalles séparant le début et la fin d’une 
révolution doivent être égaux. 

Comme le mécanisme est, dans son ensemble, au repos et 
que, à la fin d’une révolution, les parties mobiles ont repris 
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leurs positions primitives, nous aurions pour les deux événe- 
ments marquant le début et la fin d'une révolution : 


dr, dy td — 10 
Donc : 
ds= dy,. 


Ainsi dy, est le même pour toutes les révolutions quel que 
soit le lieu où elles se font ; des valeurs égales de dy, mesu- 
reront donc des intervalles dans le temps égaux. En d’autres 
termes, dy, est proportionnel à dt. C’est cette proportionnalité 
que nous traduisons par : 


dy, =icdt, (2,6) 


où i= V—1 et c est une constante. Il est possible, bien en- 
tendu, que c soit un nombre imaginaire. (2,5) devient donc : 


ds? = da? + dy? + d?— edt. CR 


En ce qui concerne la transformation qui nous a fait passer 
de l'expression (2,2) à l'expression (2,7), nous devons remar- 
quer que nous avons identifié yı, Y2, Ys avec g, y, z respective- 
ment, pour dy, =0 ; nous avons identifié y, avec ict pour dy, 
dy., dys=0. Quand nous avons affaire à deux événements se 
passant en des endroits différents et à des moments différents, 
nous écrivons encore z, y, z, tct à la place de yı, Yz, Ys; Ya 
pour faciliter la nomenclature mais nous ne devons pas 
admettre sans discussion que les z, y, z, t sont ceux que l'on 
rencontre dans la physique courante. Nous sommes désireux 
de faire désigner à nos symboles les mêmes quantités que cel- 
les qu'ils désignaient dans la physique prérelativiste ; c'est 
chose possible dans les cas où il existait déjà une définition 
prérelativiste. Dans les autres cas, le physicien prérelativiste 
avait utilisé les symboles sans être capable de définir ce 
qu'ils désignaien} ; aussi adopterons-nous une méthode diffé- 
rente, puisque c'est nous qui devons fournir une définition. 
Nous partirons de la définition provisoire donnée en (2,7) et 
nous montrerons au § 6 qu'elle est, en fait, d'accord avec le 
mode ordinaire de détermination d'un intervalle de temps entre 
deux événements qui ne se produisent pas à la même place. 
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8. La transformation de Lorentz. 


Effectuons maintenant la transformation de coordonnées sui- 


vante 
x = p(x — ul) \ 
sys 
PRET / (3, 1) 
; \ 
ni 
où B = —— — , 4 étant une constante réelle inférieure ou 
u* 
y- ae 
égale à c. 
Il vient : 
dæ — edt = (dx — udt} — eR? (ar — = l 
PE "4 A \ 39 9 ? 
= pı —<+ ) dr” + 8 (u? — e) dr? 
= dx? — cdi? 
D'après la formule (2,7) : 
ds? = dx? + dy? + dz?—e?dt2. (3,2) 


En opérant sur (3,2) comme nous l'avons fait sur (2,2), nous 
pouvons montrer que æ , y’, z sont identifiables avec des coor- 
données rectangulaires d'espace, et que dł est proportionnel 
à l'intervalle de temps correspondant. Nous avons amsi abouti 
à un autre mode possible de subdivision de l’espace-temps. 
Pour la commodité du langage nous dirons que le premier 
mode est relatif à un observateur S, le second à un observa- 
teurs 5’, ces deux observateurs étant au repos dans leurs espa- 
ces respectifs (1). 

La constante u peut être facilement interprétée. S étant au 
repos dans son propre espace, sa position est définie par 


() Ce n’est à proprement parler qu’une question de nomenclature. 
Un observateur peut toujours se forcer à « se souvenir qu'il est en mouve- 
ment » et à employer un autre espace ; il ne lui est pas si aisé de se 
contraindre à prendre le temps, associé à cet espace. A moins quil ne 
conserve l’espace dans lequel il est au repos, il est sujet à employer 
un espace-temps hybride qui le conduirait à des difficultés et même à des 


contradictions. 
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z=c" ; mais d'après (3,1) ceci correspond à z'—ut =c", ce 
qui est l'équation du mouvement d’un point se déplaçant avec 
une vitesse u dans la direction des x’ dans l’espace et dans le 
temps de S’, u est donc la vitesse de S par rapport à S’. 

Il ne s'ensuit pas immédiatement que —u soit la vitesse de 
S’ par rapport à S ; mais ceci peut être prouvé en résolvant les 
équations (3,2) par rapport à x’, y, 2’, {’. On trouve : 


x = (x + ut) 


y =y l 

TE ( (3, 3). 
, UREN 

t =6(1 +) | 


La transformation inverse se fait donc simplement en rem- 
plaçant u par —u. 

Historiquement, cette transformation fut obtenue pour la 
première fois dans le cas particulier des équations électromagné- 
tiques. Une méthode inductive pour les obtenir a été exposée 
dans la Note 3. Comme x, y, z, t ont la même forme de ds? 
que x’, y, Z, — voir (2,7) et (2,3) — et que d’après notre 
hypothèse fondamentale tout ce qui est observable se trouve 
inclus dans l'expression du ds?, ces deux systèmes de subdivi- 
sion de l’espace et du temps doivent être considérés comme 
absolument équivalents au point de vue de toutes les observa- 
tions que l’on peut faire ; c’est Ià le point essentiel. 


4. La vitesse de la lumière. 


Considérons un point se mouvant le long de l'axe des x, 
sa vitesse par rapport à S’ étant v’ : 


J dx 
ar. (&, 1) 


D'après (3,1) sa vitesse par rapport à S est : 
> do nn NES = ude) 


etc À 


dt — i 


En tenant compte de (4,1) cette expression devient : 


U — AE = (4, 2) 
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elle diffère, comme on le voit, de la formule ordinaire de la 
mécanique 
v =v —U. 
Si deux points se meuvent par rapport à S’ dans des direc- 
tions opposées avec des vitesses respectivement égales à +% 
et —v, leurs vitesses par rapport à S sont : 


p ? 

ğ—u D-H u 
uv” a = E, 3 

-1r H 


P E 
Comme nous pouvions nous y attendre, ces vitesses sont en 
général inégales ; il y a cependant un cas singulier, c'est celui 
où v’=c. Les deux vitesses par rapport à S deviennent alors 
+c et ——c. 
Plus généralement, pour une vitesse de direction quelconque 
nous avons d'après (2,7) : 


(= (29 E 
de sorte que : 


ET ee (h, 3) (1) 


De même (3,2) nous donne 


ACC) 


Si donc v’=c, ds=ọ et par suite v—c quelle que soit la 
direction de la vitesse. 

Nous en concluons que si un certain nombre de points se 
déplacent dans des directions différentes avec des vitesses égales 
par rapport à 5’, leurs vitesses par rapport à S ne seront plus, 
en général, égales ; néanmoins il faut en excepter une vitesse 
particulière c qui jouit de cette propriété remarquable que toute 
vitesse par rapport à S’ égale à c est encore égale à c par rap- 
port à S quelle que soit sa direction. 


(t!) Nous changerons plus loin le signe de ds? et la formule s'écrira : 


Ds he ds \2 
v= Ve-(5) . 
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Au point de vue des théories anciennes admettant l'existence 
d'un espace et d'un temps absolus, ce résultat semble absurde. 
En outre, nous n'avons pas encore établi que nos formules ont 
une signification pratique puisque, jusqu’ ICI, rien n'empêche- 

rait c d’avoir une valeur imaginaire. C’est l'expérience qui à 
montré l'existence d’une vitesse réelle — 300.000 km. par sec. 
— présentant ces propriétés extraordinaires ; cetle vitesse, nous 
l'appellerons la vitesse fondamentale. 

Par bonheur, il y a une entité physique — la lumière — 
qui se meut habituellement avec la vitesse fondamentale. Ce 
serait une erreur d'attribuer à la lumière le rôle capital que nous 
faisons jouer à la vitesse fondamentale ; néanmoins cette coïn- 
cidence heureuse nous est utile car elle rend cette vitesse direc- 
tement accessible à l'expérience. L'expérience de Michelson- 
Morley échoua dans sa tentative de déceler une différence dans 
les vitesses de deux ondes lumineuses se déplaçant à angle 
droit l'une par rapport à l’autre. Six mois après celte expé- 
rience, le mouvement de la Terre sur son orbite avait modifié 
de 60 km./sec. la vitesse de l'observateur — ceci correspond 
au passage de l'observateur S` à l'observateur S —, mais l'expé- 
rience eut encore le même insuccès que la première fois (1). 
La vitesse de la lumière possède donc bien la propriété carac- 
téristique de la vitesse fondamentale. 

Nous devons remarquer que l'expérience de Michelson-Morley 
ne prouve pas que la vitesse de la lumière soit la même dans 
toutes les directions ; elle montre seulement que la vitesse 
moyenne d'aller et retour le long d’une certaine ligne, est indé- 
pendante de l'orientation de cette ligne. C’est pour cette rai- 
son que l'expérience doit être assez délicate pour déceler des 


différences de l’ordre de = et non pas simplement de l'ordre 


de = . La substitution d’une vitesse moyenne d'aller et retour 


à la vitesse d'aller simple ne modifie pas essentiellement nos rai- 
sonnements : cette vitesse sera la même dans toutes les direc- 
tions à la fois pour S’ et pour S si v’ =c ; il n'est pas difficile 


() Ce n'est là que l'énoncé formel du résultat négalit de l'expérience. 
Nous n'avons pas fait appel à l'explication de Fitzgerald qui nous permet 
d'admettre celte conclusion en apparence impossible. 
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de montrer que v est la seule vitesse pour laquelle ce résultat 
surprenant soit vrai. 

La loi de composition des vitesses (4,2) trouve une confirma- 
tion éclatante dans l'expérience de Fizeau sur la propagation de 
la lumière dans le sens d’un courant d'eau. Soient S’ un obser- 
vateur se déplaçant avec le courant et S un observateur fixe. 
L'eau est au repos pour S’ ; la vitesse v’ de la lumière par rap- 
port à lui sera donc la vitesse ordinaire de la lumière dans 


l'eau, c’est-à-dire L, n étant l'indice de réfraction. Si u est 


la vitesse du courant, la vitesse de S par rapport à S’ sera —u, 
et la vitesse de la lumière par rapport à S sera d’après (4,1) : 


ae vyu ai 

Se li met à 40 
DS Tr TT ne 

= — + ARE 

ne mir 
en négligeant le carré de Le 
[i3 
(a d 1 ` 
=c Cire (4, 4) 
\ ‘ 


La vitesse de la lumière ne s'accroît donc pas de la vitesse 


totale u du courant mais seulement de la fraction ( —+) de 


celle-ci. Pour l’eau cet accroissement de vitesse est moindre que 
u . . . 
— , ce qui est en parfait accord avec les résultats expérimentaux 


obtenus par Fizeau en 1851. 

La formule d’addition des vitesses nous montre qu'il est inu- 
tile de chercher à obtenir par voie d'addition une vitesse supé- 
rieure à €. Si par exemple deux particules A et B se meuvent 
dans des directions opposées l'une par rapport à l'autre, cha- 
cune avec la vitesse c par rapport à celui qui les observe, la 


vitesse de B pour un observateur attaché à A sera : 
c+c 
1 + i 


== 


et non 2c comme nous l'aurions admis dans la mécanique ordi- 
naire. 
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+ 5. Signification de la transformation de Lorentz. 


L « dæ- dw 7 
es expressions TP TP 5 que nous avons rencontrées dans 


les paragraphes précédents ressemblent par leur forme à des 
vitesses rapportées à l’espace et au temps de chaque observa- 
teur. Mais, comme il n'est pas possible d'affirmer que telle 
subdivision de l’espace et du temps est meilleure que telle autre, 
ces vilesses purement formelles devront être regardées comme 
les vitesses véritables, du moins autant que l'expression « vitesse 
véritable » a un sens. Néanmoins, la vitesse fondamentale a des 
propriétés qui nous semblent si paradoxales et qui choquent 
tellement nos idées courantes que nous avons hâte de leur 
trouver une explication dans la manière dont se comportent 
les horloges et les règles divisées qui servent à mesurer cette 
vitesse singulière. Nous sommes donc conduits à étudier de 
plus près la signification des équations de transformation (3,1) 
et (3,3). 


La première équation dans (3,3) : 
Ep m (6,1) 


montre que S ne tient pas compte seulement du mouvement 
de l’origine de son système de coordonnées, mais qu'il divise 
toutes les longueurs de S’ (mesurées dans la direction des x) 
par le facteur 6. Si S’ a une règle graduée (au repos par rapport 
à lui) qu'il qualifie de « mètre », S lui trouvera une longueur 


de — mètres. Si maintenant S’ tourne sa règle d’un angle 


droit et lui donne la direction des y, l'équation y =y nous 
montre que S ne verra aucune objection à ce que cette règle 
reçoive le nom de mètre. Pour S, une règle fixe pour S’ subira 
une contraction dans le rapport de 8 à 1 quand on l’amènera de 
sa position transversale à sa position longitudinale. 

Nous allons en général un peu plus loin et nous disons 
qu'une règle se contracte quand on lui communique un mou- 
vement dans le sens de sa longueur. En réalité c’est soulever là 
une tout autre question. Quand le mètre de S’ est dans sa posi- 
tion transversale, S admet également que c'est un mètre pour 
lui ; mais en sera-t-il encore de même si S arrête la règle dans 
son mouvement et l'amène au repos par rapport à lui ? Si non, 
la variation de longueur doit être régie par quelque loi ; sup- 
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posons donc que la règle orientée transversalement s'allonge 
en s’arrêtant ; sa longueur devient donc supérieure à un mètre 
pour S ; comme y=Y’, S’ aboutit à la même conclusion. Sup- 
posons maintenant que S’ arrête la règle, elle s'allonge de nou- 
veau ; el ainsi de suite indéfiniment, S amenant la règle au 
repos par rapport à lui, S’ l’arrêtant ensuite et la règle deve- 
nant de plus en plus longue pour les deux observateurs à la 
fois. Il serait peut-être difficile de nier la possibilité d’un effet 
très petit de ce genre ; si vraiment un tel effet existait, il se trou- 
verait supprimé par les mauvais traitements que, nécessaire- 
ment, nous ferions subir à la règle dans l'application du régime 
précédent. Supposons encore que S et S’ aient chacun un 
atome d'hydrogène au repos dans leurs espaces respectifs ; 
comme y=y, ils sont d'accord pour attribuer aux atomes les 
mêmes dimensions transversales ; donc, par raison de symé- 
trie, ils doivent en déduire que les dimensions transversales de 
l'atome d'hydrogène sont indépendantes de son état de mouve- 
ment ou de repos. L'effet du mouvement est par conséquent 
une contraction longitudinale et non une dilatation transver- 
sale de l'objet qui se meut. 

Il était nécessaire que nous prenions la formule (5,1) et non 
l'équation inverse : 


z= (x —ut) 


qui, à première vue, semble montrer que S multiplie les lon- 
gueurs de S’ par $. Un peu de réflexion permet de voir que 
(x—uť) n’a pas de signification évidente pour S. 

En ce qui concerne le retard dans le temps, l'équation : 


t—p(r 247) (5, 2) 


montre que S multiplie par 6 les durées que marque une hor- 
loge au repos dans le système de S’ (x =c"). Il faut par consé- 
quent qu'il ait jugé qu'une horloge en mouvement par rapport 
à lui marche plus lentement. 

Nous avons déduit la contraction d’une règle matérielle et 
le ralentissement de la marche d’une horloge matérielle de 
l'étude des propriétés de l’espace et du temps. Il n’y a rien à 
reprocher à ce raisonnement car les propriétés de l’espace et du 
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temps comprennent comme cas particulier les propriétés de la 
matière. Les propriétés de configuration (géométriques) de 
l'Univers sont indiscernables de ses propriétés d'extension. Par 
suite, la manière dont se comporte la matière à l'égard de 
l'espace et du temps est implicitement décrite dans les axiomes 
de la géométrie de l’espace-temps et nous n'avons rien fait 
d'autre dans ce paragraphe que de l’expliciter. Cette description 
explicite nous aidera peut-être à comprendre les résultats sur- 
prenants de l'expérience de Michelson-Morley ; cependant il 
faut avouer que si nous nous étions proposé d'éviter le para- 
doxe, nous n'avons pas été très heureux. L’équation (3,3) nous 
a montré que les règles divisées de S’ sont contractées par rap- 
port à celles de S ; mais (3,1) nous montrerait pareillement que 
pour ©’ les règles graduées d S sont contractées par rapport 
aux siennes. Nous ne pouvons éviter le paradoxe qu'en recon- 
naissant la relativité de la longueur et de la durée, et en rejetant 
a priori tout ce qui est fondé sur l'objectivité de la longueur. 

En résumé, la localisation des événements dans un système 
d’espace-temps fait intervenir un facteur arbitraire et dépourvu 
de toute signification, qui vient s'ajouter à la définition parfar- 
tement correcte de la configuration absolue de ces événements. 
Les localisations faites respectivement par S et S’ concordent 
exactement pour tout ce qui présente une signification abso- 
lue ; elles'ne sont plus Œ cod au contraire, en ce qui con- 
cerne ce facteur arbitraire. Le fait qu ‘une expérience telle que 
celle de Michelson-] Morley donne le même résultat pour les deux 
observateurs, n’exige par suite aucune explication supplémen- 
taire. Mais, presque tous les termes de la physique courante 
contiennent plus ou moins le facteur arbitraire dont nous 
venons de parler ; aussi, à moins de renoncer aux enseigne- 
ments que les siècles accumulés nous ont donnés, nous devons 
chercher à rattacher tous ces termes à notre théorie, et c'est 
pour cela qu'il nous faut introduire des contractions de lon- 
gueur, elc., qui n'ont pas de signification au point de vue 
absolu. 


6. Simultanéité en des lieux différents. 


L'expérience de Michelson- -Morley compare la vitesse 
moyenne d'aller et retour de la lumière suivant une certaine 
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direction avec cette vitesse suivant une direction différente 
et elle montre l'égalité de ces deux vitesses. Nous ne pouvons 
prouver expérimentalement que la vitesse d'aller est égale à 
la vitesse de retour car, en y réfléchissant, on voit que cette 
question ne ressort pas du domaine de l'expérience, mais que 
c'est une pure affaire de convention. La comparaison des zéros 
du temps, c'est-à-dire la simultanéité en des lieux différents, 
dépasse l'observation et la définition que nous en donnons n'est 
en réalité qu'une convention entièrement arbitraire. 

Examinons un peu la convention adoptée dans la pratique. 
Une « étoile nouvelle » fit son apparition en 1918 ; admettons 
que l'on ait mesuré sa parallaxe et que l'on ait trouvé pour sa 
valeur o”,01 ; convertissons cette parallaxe en distance et divi- 
sons cette distance par la vitesse de la lumière ; nous trouvons 
que le temps mis par la lumière pour nous venir de l'étoile est 
de 350 années. Nous en concluons que l'étoile explosa en 1588 
et nous disons que cette explosion et la destruction de l'Invin- 
cible Armada sont des événements simultanés. Or, les mesures 
expérimentales de la vitesse de la lumière (méthode de la roue 
dentée de Fizeau, par exemple) déterminent toutes une vitesse 
moyenne d'aller et retour. Nous avons supposé que les résultats 
de ces expériences étaient applicables dans le cas de la vitesse 
en trajet simple de l'étoile à la Terre ; c’est cette hypothèse 
qui constitue la convention sur laquelle s'appuie la définition 
de la simultanéité. 

Quand on règle l'horloge de l'observatoire de Cambridge 
sur celle de l'observatoire de Paris au moyen des signaux horai- 
res de la télégraphie sans fil, on fait usage de la même conven- 
tion. La correction de la durée de propagation des signaux est 
calculée d’après l'hypothèse que leur vitesse de Paris à Gam- 
bridge est la même que celle de Cambridge à Paris. La méthode 
de réglage des horloges au moyens d'observations astronomi- 
ques est essentiellement de la même nature, la seule différence 
étant que les signaux lumineux célestes viennent se substituer 
aux signaux électromagnétiques terrestres. On a suggéré qu'il 
pouvait exister d’autres méthodes de détermination de la simul- 
tanéité, indépendantes des signaux lumineux et débarrassées du 
caractère conventionnel dont nous avons parlé ; mais, quelles 
que soient ces méthodes, il est toujours nécessaire d'introduire 
quelque convention. 
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Les équations dont nous nous sommes servis donnent à la 
vitesse de la lumière une même valeur quelle que soit la direc- 
tion ($4) ; elles sont done conformes à notre convention. 


7. Transport des horloges. 


L'équation t= Eee nous montre que des événements 
en des lieux différents, simultanés pour S’ — répondant à une 
même valeur de  — ne seront plus simultanés pour S — ne 
correspondront plus à une même valeur de t. Un exemple inté- 
ressant de ce fait nous est fourni par la possibilité de déterminer 
la simultanéité en deux points distincts par le transport effectif 
d'une horloge d’un point à l’autre. 

Considérons deux points À et B à une distance z’ l’un de 
l'autre et fixes, par rapport à S’. Prenons une horloge en A et 


déplaçons-la doucement jusqu'en B en lui donnant par rap- 


port à S’ une vitesse du’ pendant le temps Z. Cette vitesse 
du 


ralentira la marche de l'horloge dans le rapport de 8 à 1, 6 étant 


T 
d 


ici égal a(t) >> pendant la durée du transport elle prend 


2 1 
F f lu T far ` 
donc un retard que S’ trouve égal à | 1—{ 1— ES e Ce 
s \ / 11 


retard tend vers zéro quand du’ tend lui-même vers zéro, de 
sorte que si l'horloge s'est déplacée avec une lenteur suffisante, 
S’ trouve que son zéro n’a pas changé. 

Par rapport à S maintenant, l'horloge, avant de se mettre 
en mouvement par rapport à S’, possède déjà la vitesse u ; par 


conséquent, chacune des secondes qu'elle marque est la fraction 
1l 


(1 eene seconde de S. Du fait de sa petite variation 


€? 


a j 
de vitesse du par rapport à S — correspondant à sa vitesse dw 
par rapport à S’ — elle éprouvera par seconde de S un retard 


7 : UNE dua 7 
supplémentaire de |1 —- u-z en secondes marquées 


par elle. Or, pour S, la durée du transport de l'horloge est 2 


1 
2 2 x UN 7 
secondes, B étant égal à (Gi > \ ?. Son retard supplémen- 


(ah 
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taire total à la fin de son déplacement sera donc ĝu 2 : pda = E 


Bux’ 


en secondes marquées par elle, c'est-à-dire S aN secondes 


de S. Ainsi pour S l'horloge a son zéro déplacé de paz quand 
on la transporte même très doucement de A en B alors que pour 
S'il n’y a pas de variation du zéro. Il est facile de voir que c’est 
précisément cette différence dans la simultanéité par rapport 
aux deux observateurs qui est traduite par la formule : 
» HE 
t= ( = 
Cet exemple est instructif car il montre que les signaux lumi- 
neux ne jouent pas un rôle essentiel dans la discussion de la 
transformation de Lorentz. L'importance de la « vitesse fonda- 
mentale » ne dépend pas de la faculté que nous avons de déce- 
ler les ondes électromagnétiques. Cependant les équations utili- 
sées dans ce paragraphe impliquent encore la convention que 
si la vitesse moyenne d'aller et retour est c, la notion de la simul- 
tanéité doit être telle que la vitesse aller et la vitesse retour 
soient séparément égales à €. 


8. L'Univers à «3 + 1 dimensions ». 


Nous avons vu que dans n'importe quelle région suffisam- 
ment petile l'expression quadratique générale (2,1) de linter- 
valle pouvait par un choix convenable des coordonnées, pren- 
dre la forme : 


ds? = dz? + dy? + dz?—e?dt?, 


et des expériences faites dans les régions qui nous sont acces- 
sibles nous montrent que c est réel et représente la vitesse de 
la lumière dans la région considérée. Les trois signes plus et 
le signe moins particularisent l'Univers d’une manière que 
nous n aurions pas pu prédire a priori. H. Weyl a exprimé cette 
particularisation en disant que l'Univers est à « 3+1 dimen- 
sions ». On peut s'amuser à chercher les propriétés d’un Uni- 
vers à 4+0, ou à 2+2 dimensions. Une question d'intérêt 
plus pratique est celle-ci : l'Univers peut-il changer de type ? 
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Certaines de ses gégions inexplorées jusqu'à présent peuvent- 
elles être à 4+0o dimensions ? Je ne pense pas, car si pareil 
Univers existait, il serait séparé du nôtre par une certaine 
région ; d'un côté de cette région on aurait : 


ds? = dx? + dy? + dr? —c,°d8?, 
et de l'autre 
ds? = dr? + dy? + d2? + c.°dt?. 
Dans la région séparatrice on aurait donc : 
ds? = dx? + dy? + dz?—od??, 
et la vitesse de la lumière y serait nulle (*). Rien ne pourrait 
donc franchir cette séparation, et l'Univers situé au-delà ne 


présenterait aucune relation d'espace et de temps avec le nôtre 
— en un mot, il n'existerait pas. 

Les objections que soulève l'existence d’une région de l'Uni- 
vers à 2+ 92 dimensions sont moins évidentes ; mais il est sans 
doute inutile de prendre en considération sérieuse la possibilité 
de son existence. 


9. Transformations de coordonnées. 


Prenons de nouvelles variables z’,, Ze, £s, Za, qui soient 
quatre fonctions quelconques des anciennes coordonnées £1, %, 
Za, zı. Inversement, les anciennes coordonnées sont des fonc- 


tions des nouvelles 
La =: (ok, de, ges cu) 9 ip =a Gi Fe L3, £ n° eic. 


On en déduit : 


de, = de, + D dx,+ 5 da’, + 25- da'n ete. (9,1) 


DL dL'3 dx” 


(On peut généralement, sans risque d'erreur, écrire > au 
I, 


AN, 


2 
d 
(+) Ceci n’a aucun rapport avec l'arrêt permanent de la lumière dans 

l'Univers de de Sitter (p. 199). Une barrière pour la lumière n'existait 
essentiellement que par rapport au système de coordonnées d'un obser- 
vateur éloigné et tout redevenait normal quand on prenait les coọrdon- 
nées naturelles de ce lieu de repos. Au contraire, dans le cas actuel, aucun 
choix de coordonnées ne pourrait mettre la lumière en mouvement. 


lieu de 
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En portant dans (2,1), ds? devient une forme quadratique 
des nouvelles différentielles dz’, dza, dr'a, dx’, : 


ds = dr +Jeadre F...... +29 dE dr a+... 


La forme de cette expression n'est pas modifiée par une trans- 
formation de coordonnées et l'on peut aisément, si on le veut, 
trouver les valeurs des nouveaux coefficients g’ en fonction des 
anciens. 

Comme exemple, prenons la transformation permettant de 
passer d'un système de coordonnées d'espace rectangulaires et 
de temps (z, y, z, t) à des axes tournant autour de Oz avec la 
vitesse angulaire w. Les formules de transformation sont 


z= r cos vt — y sino? ) 
y = 2 sin w? + y cos w? / 


g — 7 
À — À 


Ce À 


(9; 2) 


Cu EN 


D'où : 
dx dx coswt® — dif sin wë —(£ sinw + y coswf)wdt 
dy — dx sin wt + dy cos ot +(x'coswf — y sin wf) wdi 
de —ds (9, 3) 
ON QU 


Choisissons les unités de façon que la vitesse de la lumière 
soit égale à l'unité. En portant les valeurs (9,3) dans (2,5) où 
C=1, 


d? = dx" + dy? + dz” —| 1 — w (x° + y”) di’ 
— 20y dx dt + 2w£dy dt. (9,4) 


Peut-être nous fera-t-on l'objection que notre transformation 
n'est pas rigoureuse parce que nous n'avons pas tenu compte 
des contractions des règles graduées et des retards des horloges 
du système tournant. Le temps {” du système en rotation doit lé- 
gèrement différer du temps t. Mais savoir quel est le temps véri- 
table dans ce système en rotation, c'est difficile. Nous ne pouvons 
placer en un point de ce système une horloge entièrement bre ; 
nous devons la forcer à rester au repos par rapport aux axes 
tournants, ce qui est en opposition avec la condition des « états 
semblables de l'espace environnant » mentionnée au $ 2. En 
fait, l'observateur qui fait usage du système en rotation perçoit 
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un champ de force centrifuge qui bouleverse les principes sim- 
ples adoptés jusqu'ici dans la mesure du temps et de l'espace. 
Nous sommes totalement incapables de dire par quelles con- 
ventions ou quels axiomes il remplacera vraisemblablement 
ces principes. (Le champ de force centrifuge que nous perce- 
vons du fait de la rotation de la Terre ne peut nous guider en 
rien car l'ambiguïté qu'il crée est trop petite pour avoir attiré 
notre attention). Tout ce que nous pouvons dire, c'est que 
l'observateur en rotation peut se servir des coordonnées x’, y’, 
z, ť s'il le veut, mais il peut tout aussi bien les remplacer par 
des coordonnées légèrement différentes par rapport auxquelles 
il soit encore au repos. Il semble ne pas y avoir de criterium 
évident pouvant fixer son choix. 

Dire que { est ou n'est pas le temps de l'observateur en 
rotation, n'a pas de signification précise. La signification exacte 
de € doit être déterminée d'après l'équation (9,4) elle-même 
qui montre comment } entre dans le ds? et de là dans les mesu- 
res expérimentales. Le même raisonnement s'applique à toutes 
les coordonnées. Si l'on met à part tout ce qu'on y rapporte, 
tous les systèmes de coordonnées sont semblables ; ce sont les 
rapports de l'Univers avec ces systèmes (sous la forme du ds?) 
qui classent ceux-ci en rectangulaires, polaires, tournants, etc. 
Le nom qui sert à les désigner communément est souvent une 
indication par trop grossière et pour retrouver de la précision 
il faut se reporter à la forme du ds°?. 


10. Champs de force. 


Des coordonnées rectangulaires non accélérées et le temps qui 
leur correspond (coordonnées galiléennes) sont définis par 
l'expression suivante du ds? (1) : 


ds? = —dr?—dy?—dz? + dt. (10,1) 


(t?) Le mot « galiléen » a donc un sens plus spécial que le mot « eucli- 
dien ». Un système de coordonnées sera dit galiléen lorsque les événe- 
ments sont rapportés à trois axes rectangulaires d'espace en mouvement 
de translation uniforme dans un Univers euclidien, le ds? prenant dans ce 
cas la forme simple (10,1). 

(Note du Trad.). 
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(Le signe du ds? n'est plus le même que précédemment ; 
dorénavant, les intervalles dans le temps seront donc réels et 
les intervalles dans l'espace, imaginaires, au lieu du contraire. 
On ne gagne rien à faire ce changement, seulement il paraît 
plus conforme à la pratique courante). 

Nous devons nous souvenir que notre discussion du $ 2 
au $ 8 n’a de valeur que pour une région suffisamment petite ; 
en général, il n'est pas possible de choisir les coordonnées de 
manière que (2,1) se réduise à la forme (10,1) pour toute une 
région finie. Au Chapitre V nous avons fait voir que cette 
expression n'était applicable que dans un genre d’espace-temps 
particulier, appelé espace-temps euclidien ou plan. 

L'impossibilité de trouver des coordonnées rigoureusement 
galhiléenses n'arrête pas le physicien ; il en est quitte pour adop- 
ter des coordonnées ne présentant qu'approximativement ce 
caractère et les regarder comme exactement galiléennes. Bien 
entendu, pareil artifice entraîne des divergences avec l’obser- 
vation ; le physicien, pour cacher ses torts, introduit alors des 
influences extérieures fictives — les champs de force — ayant 
pour rôle de faire disparaître ces divergences. C'est ainsi que, 
dans le cas des axes tournants, le retour aux coordonnées gali- 
léennes s'accompagne nécessairement de l'introduction d'un 
champ de force centrifuge destiné à combler les écarts avec 
l'expérience qui proviennent de ce changement de coordonnées. 
Un champ de force, par conséquent, n’est autre chose qu'un 
aspect des défauts que présente le système de coordonnées que 
nous avons choisi par rapport à l'idéal galiléen. A ces défauts 
nous pouvons apporter un remède, ou nous ne le pouvons pas. 
Dans le premier cas la force est regardée comme une fiction 
mathématique. Si au contraire l’espace-temps n'est pas eucli- 
dien, il est impossible de trouver un système de coordonnées 
qui fasse totalement disparaître le défaut ; c’est précisément ce 
genre de défaut plus tenace qui se rencontre dans le voisinage 
d'une masse matérielle et que l’on regarde comme le champ de 
gravitation de cette masse. 

Nous pouvons nous servir de coordonnées extrêmement dif- 
férentes du type galiléen, comme les coordonnées polaires ou 
bipolaires, et néanmoins attribuer encore la divergence à des 
champs de force. Il est malcommode de traiter sur un pied dit- 
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férent les grandes divergences et les petites. Un champ de force 
peut provenir de ce que le système de coordonnées adopté n'est 
pas celui qui convient le mieux et qui réduit le ds? à sa 
forme la plus simple ; si nous introduisons la notion de champ 
de force, le seul moyen de rester d'accord avec nous-mêmes, est 
de la faire intervenir dans tous les cas où se rencontrent des 
divergences par rapport au système galiléen. Nous devons signa- 
ler que les coordonnées dont nous nous servons ordinairement 
sur la Terre ne peuvent passer pour très proches de l'idéal gali- 
léen puisque l'écart qui les sépare ne peut être corrigé que par 
un champ de force nettement perceptible (le champ de gravi- 
tation terrestre). 

En coordonnées ordinaires, une « ligne droite » est le lieu 
que représentent des équations linéaires entre les coordonnées ; 
nous conservons la même définition pour n'importe quel autre 
système (1). Une ligne droite dépend donc du système de coor- 
données choisi. 

Nous avons vu au Chapitre IV que dans le mouvement d'une 
particule libre, la trajectoire décrite est telle que l'intervalle 
total entre deux quelconques de ses points est stationnaire : 


Î ds est stationnaire. (10,2) 


Si ds? a la valeur (10,1) il est facile de voir que le 
lieu est une droite dans le système de coordonnées æ, Y, Z, t; 


(1) Quelques auteurs considèrent l'expression ligne droile comme syno- 
nyme du mot géodésique. Non seulement c’est faire perdre sa valeur 
à un mot important, mais en plus c'est inexact : même dans les systèmes 
de coordonnées que nous adoptons en pratique il n’y a réellement aucune 
ressemblance entre la géodésique (la ligne que suit un corps en chute 
libre) et la gne droite (ce que vous essayez d'obtenir quand vous vous 
servez d'une règle). Dans ses débuts, la géométrie non euclidienne n'élait 
qu'une pure conception et il était naturel de désigner ses différentes figures 
par les mêmes noms que les figures qui s'en rapprochaïent le plus 
dans la géométrie euclidienne. La géodésique est, en fait, l analogue de 
la droite euclidienne ; mais il n’en est plus du tout de même quand la 
géométrie non euclidienne est appliquée à l'Univers réel ; l'expression 
« ligne droite » n’est plus à la disposition du mathématicien puisqu'elle 
sert déjà à décrire un autre lieu dont nous avons tous une notion plus 
ou moins exacte. Sans doute la science se conserve-t-elle le droit de don- 
ner une définition nouvelle aux expressions courantes qui n'ont pas une 
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dans l’espace à trois dimensions la particule déerit une droite 
avec une vitesse constante et Newton aurait dit qu'elle ne 
subissait aucune force. Dans le cas général où ds? a la forme 
(2,1) le lieu est donné par des équations compliquées conte- 
nant les g ; nous les déduirons de (10,2) au $ 20. Si l’on se place 
au point de vue de Newton, il faut alors faire intervenir un 
champ de force pour expliquer les écarts du lieu trouvé par 
rapport à la ligne droite. 

Il faut bien se dire que la théorie de la relativité a ses métho- 
des propres pour énoncer les lois qui sont du domaine de la 
science expérimentale, et les expressions telles que « champ 
de force », « simultanéité », « temps d'un observateur tour- 
nant », n'y trouvent pas leur place marquée. Nous faisons de 
notre mieux pour fixer le sens exact (s'il y en a un) que la phy- 
sique ordinaire attache à ces expressions, et pour trouver ce 
qu'elles deviennent dans notre théorie ; mais nous n'accep- 
tons aucune responsabilité si leur adaptation n'est pas rigou- 
reuse. 

Pour l'étude détaillée des problèmes auxquels nous sommes 
conduits, nous avons recours à une méthode de calcul que 
nous allons maintenant développer. 


précision suffisante ; ainsi, dans l'expression « corps noir », le mot 
noir a pu légitimement recevoir dans une définition nouvelle une signifi- 
cation Ne exacte. Mais il faut que cette appropriation de la science 
se fasse d’une manière modérée ; ce serait par exemple un véritable abus 
de sa part que d'appeler noir ce que l’on regarde habituellement comme 
blanc. 


SECTION HI. 


Le Carcuz Tensoriez. 


11, Vecteurs contrevariants et vecteurs covariants. 


Envisageons les transformations d'un système de‘coordonnées 
Mr 7. 2, a) enrvumtautre système (2, tas, di). 

Les quantités dzx,, dx,, dzs, dx,, sont transformées selon les 
équations (9,1). Donc : 


à. 


dx’, FR dx, + 


IL’ dx; DL’ 
a d£, + se dx; + aa, Ts Cte (tt 10) 


ce que l’on écrit pour abréger : 


h aw 
d£, = Y Éd, 


Li éd DL 
Le Sfar) | 
et l'on obtient quatre équations en faisant, successivement 
u = I, 2; 3, hpa R 
Tout groupe de quatre quantités qui se transforment selon 
la loi précédente, constitue un vecteur contrevariant ; autrement 
dit, si (A1, A2, A3, A4) devient dans les nouvelles coordonnées 


(A MURS, AS où: 


4 $ 
2 LORS er « 
A > FAAN, (11, 1) 


(aem 


(At, A?, A3, A4) que l’on synthétise sous la forme AF est un 
vecteur contrevariant (p. étant un indice et non un exposant). 

Soit maintenant © une fonction de point invariante (c’est-à-dire 
qui n'est pas altérée par un changement de coordonnées); les 
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z dy dp dy Dy F 
quantités ——, ——, ——, ——, se transforment selon l'équa- 
ÖLi dTa dL3 DT, 
tion : 
dy = dp Lı p dp T3 ai dy IL3 ai dy dL, etc cr 15) 
PEHA Gst BSA bam on T osa ouaa EN e EP A 


Tout groupe de quatre quantités qui se transforment selon 
cette loi, s'appelle un vecteur covariant. Si donc A, est un 
vecteur covariant : 


CE 
DES (n 9 


a I 


Un vecteur covariant n'est pas nécessairement le gradient 
d'un invariant. En fait, un vecteur peut ne pas être une fonction 
de point car il peut n'être défini que pour un point particulier ; 
nous pouvons avoir un « vecteur isolé » ou un « champ de 
vecteurs ». 

Généralement l'indice est placé en haut ou en bas suivant 
qu'il y a contrevariance ou covariance. À noter cependant que 
dry est un vecteur contrevariant. 


12. Le vecteur en mathématiques. 


Les définitions du paragraphe précédent ne sont guère de 
nature à nous faire comprendre la signification du vecteur. 
Aussi allons-nous chercher une explication plus complète en 
prenant d'abord la notion mathématique de vecteur, qui est 
plus simple que la notion physique. 

Considérons un groupe de quatre nombres (A, À,, As, À,) 
associés à un certain point (£1, Z2, Zs, &,) d’un système de coor- 
données déterminé. Que vont devenir ces quatre nombres quand 
nous allons passer à un autre système de coordonnées ? La ques- 
tion ainsi posée n'a pas de sens. Les nombres ne « devien- 
dront » pas automatiquement quelque chose ; à moins que 
nous ne les changions, ils resteront ce qu'ils sont ; mais le 
mathématicien peut dire : « Etant dans un certain système 
de coordonnées (x,, x,, £s, æ,), je dois, à un certain point de 
mes raisonnements, introduire quatre nombres (As, À As, 

A,) ; si je me plase dans un autre système (21, Lz Za, 2 a 
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il me faudra, au même point de mes calculs, faire intervenir un 
autre groupe de quatre quantités (A”,, A's, A's, A’,) ; il me 
sera donc commode de désigner ces deux groupes par le même 
symbole Ææ. Vous saurez de quel groupe il s'agira, dès que Je 
vous spécifierai le système de coordonnées que j'aurai adopté ». 

A cela nous répondrons : « Voilà qui sera parfait si vous nous 
dites dès le début quels sont exactement les nombres que vous 
désignez par Jọ dans chacun des systèmes de coordonnées que 
vous vous proposez d'utiliser. Vous ne devez pas simplement 
nous donner ces nombres pour un seul système et nous laisser le 
reste à deviner, car n'oubliez pas que le lien qui les unit est 
entièrement arbitraire et que c’est vous qui nous imposez celui 
que vous avez choisi ». 

Le mathématicien commence donc par nous dresser la liste 
de ces nombres (que nous désignerons ici par des lettres). J 
signifiera : 


X, Y, Z, pour les coordonnées rectangulaires £, y, 


ta 


R, 6, ®, pour les coordonnées polaires P., 


-G 


À, M, N, pour les coordonnées elliptiques Nr, 


Le 


« Mais », dit le mathématicien, « je n'aurai jamais fini à ce 
compte-là ! Les systèmes de coordonnées dont je puis avoir 
besoin sont en nombre infini. Je vois qu'il me faut changer de 
méthode. Au lieu de vous fixer les éléments de œ dans chaque 
système, je vous donnerai une règle générale qui vous permet- 
tra de trouver vous-mêmes des valeurs pour un certain système 
connaissant celles qui correspondent à un autre système ». 

En prenant cette décision, notre mathématicien restreint 
considérablement son pouvoir arbitraire car il trouvera sans 
peine qu'il n’y a pratiquement que deux règles indépendantes 
entre lesquelles 1l sera en droit de choisir. 

Nous ne devons pas perdre de vue que X, Y, Z sont, ou du 
moins peuvent être, des nombres isolés ; il nous est donc inter- 
dit de faire intervenir leurs dérivées dans l'énoncé de la règle. 
Cette règle ne peut introduire que des combinaisons de X, Y, 
Z, et de coefficients calculés à partir des formules de transfor- 
mation de coordonnées que nous nous serons données. De plus, 
c'est à un point de l'espace que nous avons affaire et seules, 
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par conséquent, ne peuvent intervenir que les différentielles 
des coordonnées ; il serait absurde de faire entrer les coordon- 
nées elles-mêmes car celles-ci supposent une origine distante 
du point considéré et qui n’a rien à voir dans la question. 

Voici une règle qui conviendrait : 


R = FAX PEY sZ 
e r 

o= EX HET + re) 
29 do a dy r 

p = Y mE RA 


La même loi nous donne : 


A= R+ og. 


dr aa HEUS 


Remplaçons dans cette dernière relation R, ©, ®, par leurs 
valeurs (12,1) ; il vient 


EN DLN 3) 908 21 29 / oi or dÀ 96 dÀ 2p 
ne metae) IHR + y à 


[21 or 4 21 09 | d œ\y 

SORA ET DRE a 
D x DA + ah + 
a X + dy Y+ ðs Z, 


ce qui est précisément ce que nous aurions trouvé en appli- 
quant la règle pour ne À à partir de X, Ÿ, Z, au lieu 
de passer par R, ©, ®. C’est là une coïncidence heureuse pro- 


à 


pre à cette Fo ur et qui est due à la relation 


2) 91 Or , 9) 08 21 do 
ER j —— À  — — , 
dx dr dx 00 0x ' dy 0x 


Dans le nombre en apparence infini des règles possibles, il 
ne serait pas facile d'en trouver, en dehors de la précédente, 
beaucoup d'autres présentant une telle cohérence. 

Cette règle que nous venons de signaler, c'est celle que nous 
avions déjà donnée en (11,1) dans la définition d’un vecteur 
contrevariant. La règle de définition du vecteur covariant est 
également cohérente. Je ne crois pas qu'il y en ait d’autres qui 
présentent ce caractère de conséquence intrinsèque et qui soient 
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applicables à un groupe de quatre quantités (ou trois quantités, 
si l’on s’en tient à trois dimensions). (1) 

Nous voyons donc comment nous arrivons au vecteur mathé- 
matique, C'est un nom général servant à désigner une infinité 
de groupes de quantités, chaque groupe correspondant à un 
système particulier de l'infinité des systèmes de coordonnées. 
La quantité (R, ©, ®) n’est en rien semblable à la quantité 
(X, Y, Z), bien que ces deux quantités portent le même nom. 
Cela n’a aucun sens de demander si une quantité définie seu- 
lement dans un système de coordonnées est un vecteur ; le 
mathématicien est entièrement libre de décider que cette quan- 
tité sera un vecteur contrevariant ou covariant, ou ne sera pas 
un vecteur du tout. 


13. Le vecteur en physique. 


Les entités physiques absolues ou « états de l'Univers » n’en- 
trent pas directement dans nos équations mathématiques ; elles 
n’y entrent que par leurs mesures. Tout nombre ou groupe de 
nombres susceptible de nous faire connaître d’une manière uni- 
que un tel état de l'Univers, peut être considéré comme une me- 
sure de cet état ; par suite, deux états sont identiques si les nom- 
bres qui les mesurent sont égaux. On peut se placer à bien des 
points de vue différents pour associer à chaque état un nom- 
bre-mesure ; c'est ainsi qu'une masse en grammes et une éner- 
gie en ergs ne sont que deux modes différents de mesurer une 
seule entité ; pour prendre un exemple plus simple, la masse 
en grammes et la masse en livres donnent des nombres diffé- 
rents pour la mesure de la même entité. Ainsi, une équation 
qui exprime l’équivalence de deux entités physiques peut pren- 
dre arithmétiquement une infinité de formes correspondant aux 
différents modes de détermination des nombres-mesures. 


(1) Sous réserve qu'il est toujours possible de multiplier par une puis- 
sance quelconque du jacobien de la transformation, puisque : 
D(A, uv) __ 2(ku,v) d(r, 09) 
EE E e E 
Ces règles plus compliquées correspondent à des tenseurs d'ordre supé- 
rieur dégénérés, dont nous parlerons plus tard. 


LE CALCUL TENSORIEL 29 


Le cas le plus simple est celui où l'entité physique se trouve 
définie par un seul nombre, comme par exemple l'intervalle 
ou la courbure totale. Dans ce cas, la transformation qui fait 
passer d'un mode de détermination du nombre-mesure à un 
autre, prend le nom de « changement d'unités ». On se sert 
parfois d'équations qui ne sont valables que pour un système 
particulier d'unités ; mais le plus souvent, les équations s’ap- 
pliquent quelles que soient les unités ; autrement dit, les dif- 
férentes équations arithmétiques qui correspondent aux dif- 
férents modes de détermination du nombre-mesure, se confon- 
dent toutes en une expression algébrique unique. Tout le monde 
sait que dans une équation générale, les « dimensions physi- 
ques » de tous les termes séparés doivent être les mêmes, 
de sorte qu'un changement du système de mesure modifie tous 
ces termes dans le même rapport. 

Nombre d'entités physiques, pour être définies, nécessitent 
un groupe de quatre nombres-mesures. Deux de ces entités 
ne sont identiques que si les quatre nombres-mesures — ou 
«composantes » — de l’une, sont égaux respectivement aux qua- 
tre composantes de l’autre. Dans ce cas, le nombre des modes 
de détermination des nombres-mesures est incomparablement 
plus grand que précédemment. Le passage d'un de ces modes 
à un autre constitue une « transformation de coordonnées ». 
Dans le dernier paragraphe, nous avons vu que le mathémati- 
cien pouvait faire correspondre à chacun des différents systè- 
mes de coordonnées un groupe particulier de quatre nombres 
suivant l’une ou l’autre des deux règles vectorielles énoncées. Le 
physicien fait l'inverse, et il fait correspondre les systèmes de 
coordonnées à ses groupes de nombres-mesures, en s'appuyant 
sur les mêmes règles vectorielles. Suivant la loi qu'il choisit, il 
identifie à volonté ses entités physiques avec des vecteurs cova- 
riants ou avec des vecteurs contrevariants. Il y a pourtant une 
entité — le déplacement entre deux points voisins, de compo- 
santes dx,, dx,, dzą, dz, — qu'il considère toujours comme 
contrevariante et satisfaisant à (11,0). Ceci a pour effet d'intro- 
duire dans l'Univers le système de coordonnées correspondant 
qui, primitivement, était purement abstrait, et de. lui faire 
jouer le role d’un système de mailles réel ; il en résulte une 
correspondance géométrique entre le système de mesures qui 
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donne la grandeur du déplacement, et le système de coordon- 
nées qui sert à le situer. 

Il existe d'autres états de l'Univers qui, pour leur détermina- 
ton, nécessitent 16, 64, 256, .... nombres-mesures. On les 
appelle des tenseurs et on les traite à peu près comme précé- 
demment. Toute équation physique exprime l'égalité de deux 
pareils états, ou bien l'identité de deux aspects différents du 
même état. Une équation vraiment générale ne doit pas dépen- 
dre du mode de détermination des nombres-mesures. Tel sera 
le cas lorsque les nombres-mesures de chacun des termes de 
l'équation se transformeront selon la même règle ; en d’autres 
termes, ils devront avoir les mêmes dimensions physiques et 
le même degré de covariance et de contrevariance. L'emploi 
de ces équations générales dites « équations covariantes » qui 
conservent la même forme quels que soient la transformation 
de coordonnées et le changement d'unités effectués, est ce 
qu'il y a de plus nouveau dans la partie mathématique de 
l'œuvre d'Einstein. 

Le plus souvent, une quantité physique, la force par exem- 
ple, n'a été définie qu'en coordonnées rectangulaires (où il ny 
a pas lieu de distinguer entre la covariance et la contrevariance), 
et nous pouvons regarder le vecteur physique qui la représente 
comme de l’une ou de l’autre classe ; nous pouvons encore dire 
que le vecteur physique absolu n'est ni covariant ni contreva- 
riant, mais qu'il a des composantes à la fois covariantes et con- 
trevariantes. Si, par exemple, nous prenons la définition géné- 
rale 

force — masse x accélération, 


la force est un vecteur contrevariant ; si au contraire nous pre- 
nons : 
travail = force x déplacement, 


la force est covariante. Que nous nous servions de la mesure 
covariante ou de la mesure contrevariante de la force, c'est tou- 
jours la même entité physique que nous avons dans l'esprit ; 
mais, si nous introduisons la force dans une équation quel- 
conque, il est nécessaire d'indiquer quelle mesure nous en fal- 
sons. Il est à remarquer que ce que nous appelons les com- 
posantes polaires de la force dans la dynamique du point maté- 
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riel, ce sont simplement des composantes rectangulaires selon 
des directions dépendant du point considéré ; ce ne sont pas 
les composantes polaires covariantes ou contrevariantes de la 
théorie actuelle. 

Donc, au point de vue physique, la transformation de coor- 
données doit êlre regardée comme un cas particulier, et non 
comme la cause d'un changement arbitraire du système de 
mesures. Covariance et contrevariance ne sont qu'une généra- 
lisation de la notion de dimension d'une quantité physique. Nos 
indices supérieurs et inférieurs servent à indiquer ce que l'on 
peut appeler les « dimensions tensorielles » des termes de nos 
équations ; et dans toute équation générale ces dimensions 
tensorielles doivent, comme les dimensions physiques ordinai- 
res, être les mêmes pour tous les termes. 

Nos preuves seront des preuves mathématiques de sorte que 
la considération de vecteurs autres que le vecteur mathémati- 
que peut paraître superflue ; cependant, la notion un peu va- 
gue, il est vrai, de vecteur physique peut être de nature à 
préciser le sens de notre méthode. C'est presque une chose 
au-dessus de nos moyens d'arriver à concevoir un objet ou 
une relation de la nature qui ne soit pas une simple quantité 
mais qui soit mesurable par quatre ou plus de quatre nom- 
bres variables avec le système de mesures adopté. Peut-être aussi 
avons-nous élé trop vite à penser que nous avions vraiment 
saisi cette conception plus simple d'une quantité absolue mesu- 
rable par un seul noribre, ce nombre variant avec le système 
de mesures ou d'unités adopté. 


14. La convention de sommation. 


Nous ferons la convention que chaque fois qu'un indice lit- 
téral figure deux fois dans un certain terme, ce terme doit être 
sommé pour les valeurs 1, 2, 3, 4, de l'indice. Ainsi (2,1) 

ur 5 
s'écrira 

== UPKE ] (Cr = Goya) ; (14, 1) 
p et y figurant chacun deux fois dans le deuxième membre 
de la relation, cela indique que nous avons à effectuer la som- 


4 4 
mation Y YV 
as dd 
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De même dans l'équation : 


y ne figure qu'une fois dans le terme à droite, de sorte que la 
sommation ne doit être faite que par rapport à z et l'équation 
est équivalente à (11,2). 

Cette convention ne sert pas seulement à abréger l'écriture ; 
elle apporte une aide considérable à l'analyse car elle lui donne 
une sorte d'impulsion dans une direction qui se trouve être 
toujours la bonne (1). 

Voici encore deux règles constamment employées : 

a) Tout indice littéral figurant deux fois dans un terme n’a 
pas de signification propre — nous l'appellerons indice « muet » 
— et peut être à volonté remplacé par un indice différent pourvu 
que ce dernier indice ne figure pas déjà dans le terme consi- 
déré. Par exemple : 


de, ILa 22e de, 
€ me z {TS EE  ——— | (| Å \ 
Tab 5% DE OT TBa ns, 5 ? (Fa 27 
y i u Don A u 
car nous pouvons échanger 2 et $. 
b) Nous avons : 
DD DL}, C4 \ o si EEN x 
a a o ? Isi u= (4, 3) 
(7 yae v SL FH — y. 


La première égalité résulte du développement du premier 
membre par la sommation correspondant aux valeurs 1, 2, 5, 
4, des. Le plus, comme z£, et z, sont des coordonnées indé- 
pendantes du même système, leurs variations sont également 
indépendantes sauf dans le cas où Z, et æ, sont une seule et 
même coordonnée. 


2x 
N U. , A 
Il est à remarquer que —— quand =v n'a pas la même 


Y 


(7) Les cas, peu fréquents du reste, où la sommation ne devra pas être 
effectuée seront toujours indiqués d’une manière explicite. 


(Note du Trad.). 


LE CALCUL TENSORIEL 33 


x 
signification que ——* ; cette dernière quantité est, d'après 
CA 


d 


lad 
notre convention, égale à 1+1+1+1. 


15. Tenseurs. 


Les deux lois de transformation de vecteurs données au $ 11 
prennent maintenant la forme : 


dx 
vecteurs contrevariants : A’# — A“ - (15, 11) 
œ 
L y 
vecteurs covariants : Ap = Aa (15, 12) 


Nous pouvons désigner par AS une quantité possédant 
16 composantes obtenues en donnant tour à tour à p et y toutes 
les valeurs de 1 à 4. De même À,,, a 64 composantes. Nous 
classons les différentes quantités de ce type suivant leurs lois 
possibles de transformation en : 


3 » 


dT u als 7 
. ny & 
tenseurs contrevariants : A’ — > z7 A‘, (15, 21) 
z 
Ta DL 
b = . ? =i 
tenseurs covariants : A P Era A8; (16722) 
Ti 22, à 
: A »v B : 
1 . = —— o a 
tenseurs mixtes A a = z; AS (15, 25) 
i 
De même pour les tenseurs d'ordre supérieur : 
dx 22 ae o Or 
UE ue A TE A A (15, 3) 
pvc 2x, dE, 0, Es apy a] 


Signalons que l'équation (15,3) symbolise 256 équations dis- 
tinctes dont les membres de droite contiennent chacun 256 ter- 
mes. 

Le mot tenseur est un terme général qui comprend en par- 
ticulier les vecteurs (tenseurs du premier ordre) et les inva- 
riants ou scalaires (!) (tenseurs d'ordre nul). 


() Invariant et scalaire sont synonymes. 
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La somme de deux tenseurs de même type est évidemment 
un tenseur du même type. 
Le produit de deux tenseurs tels que Au et B° est un ten- 


seur de la forme AE Ceci est évident d'après les lois de 
transformation. 

Un tenseur du second ordre ou d'un ordre supérieur n'est 
pas nécessairement le produit de deux tenseurs d'ordre infé- 
rieur. 

Un exemple courant d’un tenseur du second ordre nous 
est fourni par les tensions internes d’un solide ou d’un fluide 
visqueux. La composante de tension désignée par pyy est une 
tension dans le sens de l'axe des y et s’exerçant sur une aire 
normale à l'axe des x. Chaque composante est donc associée 
à deux directions. 


16. Produit intérieur — Contraction — Loi du quotient. 


Si nous multiplions À, par B”, nous obtenons seize quan- 
tités A;B!, AB?, A,B?, etc., qui constituent un tenseur. Gon- 
sidérons les quatre éléments principaux A,B!, A,B?, A,B?, 
A,Bf ; nous chercherons naturellement à les mettre sous la 
forme À, B? ; mais la convention de sommation montre que 
cette NEA symbolise la somme des quatre éléments. C'est 
la convention qui a raison car, pris individuellement, ces élé- 
ments ne nous sont pas utiles ; seule leur somme présente de 
l'importance. 

À, B“ est ce que l'on appelle le produit intérieur (+) des 
deux vecteurs par opposition à leur produit extérieur ordinaire 
Ap B”. 

Par un procédé en tous points semblable, nous pouvons à 


partir d'un tenseur mixte quelconque Asa former un tenseur 


« contracté » As ayant son ordre abaissé de deux unités puis- 
que c a perdu son individualité et n’est plus qu'un indice muet. 
Pour montrer que nous formons bien un tenseur, faisons dans 


(he 


(:) C'est la même chose que le produit scalaire mais le produit extérieur 
n’est pas équivalent au produit vectoriel de la théorie élémentaire. 
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dx dx ATA GS g 
z p 7 


LC, = 3 ad 
A ! DT agai i Gr dLa “upy 
DT, -dLa IZ 
= £ P ò x 
= a TU d’après (14, 3) 
p g 
DL, dx 
= —— ! 0 +0 
ox, 0 8 nono 0 


en prenant successivement les quatre valeurs de 6, à savoir Y 
et les trois autres valeurs. 
Or nous retrouvons la loi de transformation (15,22), ce qui 


G = ` 
nous monire que Åy, est un tenseur covariant analogue à 
l 


Am $ 


L'expression As n'est pas un tenseur el ne présente aucun 
intérêt. 


La même méthode permet de montrer que Af, 3 AA r B“ 


sont des invariants ou tenseurs d'ordre nul. En résumé, si 
un indice supérieur et un indice inférieur sont identiques, les 
qualilés correspondantes de contrevariance et de covariance 
se détruisent mutuellement. 

Si une quantité peut s'exprimer symboliquement comme le 
quotient de deux tenseurs, elle est elle-même un tenseur. Si 
par exemple 


AW Be FG 


LG 


où la nature de A (y) est primitivement inconnue, l'équation 


montre que ce doit être un tenseur du type A’, de façon à 

donner : 

AB, = Co. 

Ceci résulte des considérations exposées au $ 13, et doit être 

regardé comme une généralisation naturelle du principe de l'ho- 

mogénéité dans les dimensions, principe bien connu en physi- 
que. 

Cette loi du quotient est des plus pratiques pour déterminer 

le type tensoriel d’une expression. Je ne pense pas qu'elle 

puisse jamais être mise en défaut, mais on ne peut prétendre 
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qu'elle ait la valeur d'une preuve rigoureuse. Dans la plupart 
des cas cette preuve peut être obtenue par l'application, parfois 
répétée plusieurs fois de suite, du théorème rigoureux suivant : 

Toute quantité dont le produit intérieur par un vecteur cova- 
riant (ou contrevariant) quelconque est un tenseur, est elle- 
même un tenseur. 


Supposons en effet que le produit de A(uv) par B” soit un 
vecteur covariant, quel que soit le vecteur B” . D'après (15,12), 


dx 


[A (a) B° | = ii [A (28) 8°] : 


74 = 
0 


or, d'après (15,11) : 


BÊ — = Ip 
or 
Yy 
D’où : 
A 2x, dLo A 
’ , E ms 
B” [A t) = EE A (28) | 0 ; 
x à d 


# 


B” étant arbitraire, la quantité entre les crochets est nulle, 
ce qui établit que A(x») obéit à la loi de définition des tenseurs 
covariants du deuxième ordre (15,22). 

C'est ce théorème que nous appellerons la « loi rigoureuse 
du quotient ». 


17. Les tenseurs fondamentaux. 


da, étant un vecteur contrevariant (11,0), il est préférable 
d'écrire cette quantité (dx)*. Comme, d’après (14,1) : 


ds — gude dt] = Juy (dx) (dæ)”, 


il résulte des considérations exposées au $ 16 que 9,, est un 
tenseur covariant puisque ds? ne change pas par une transfor- 
mation quelconque des coordonnées et que par suite c'est un 
invariant ou un tenseur d'ordre nul. 

Pour ne laisser aucun doute dans la démonstration de cette 
proposition, il suffit d'appliquer deux fois de suite la loi rigou- 
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reuse du quotient; on établit d’abord que Jw(dx) est un vec- 
teur covariant et ensuite que Jy» est un tenseur covariant. 
Soit g la valeur du déterminant du quatrième ordre ayant 


pour éléments les g „y. Nous désignerons par g“” le mineur de 
Ju» dans ce déterminant, divisé par g. Considérons l'expression 


Jus 9” ; si l'indice p est regardé comme le numéro d'une 
colonne, les indices y et s définissent deux lignes qui peuvent 
ĉtre ou non la même. Nous avons à prendre successivement 
les quatre éléments de la ligne de rang y et à les multiplier 
respectivement par les mineurs des éléments de même colonne 
de la ligne de rang ṣ ; nous devons faire la somme de tous 
ces produits el la diviser par la valeur du déterminant. Si 
y=c celle opéralion reproduit le déterminant divisé par lui- 
même, de sorte que le résultat est l'unité. Si y = c, le numé- 
rateur forme un déterminant ayant deux lignes identiques et 
le résultat est nul. Nous écrivons donc 


T 


PET le Fe (17: 1) 
Remarquons que : 
Joh (17, 15) 


Si A” est un groupe quelconque de quatre quantités, nous 
avons d’après (17,1) : 


gA = A +o+o+o; (17, 2) 
en d'autres termes gf est un opérateur de substitution. 
Si en particulier A” est un vecteur, le produit intérieur gŸA? 


donne loujours un vecteur A7 ; d'après la loi du quotient gf 


est donc un tenseur. C’est un tenseur extrêmement remarqua- 
ble car ses composantes conservent les mêmes valeurs dans 
tous les systèmes de coordonnées. 


Enfin, comme g,, g =g; et que g, et gf sont deux ten- 


seurs, Il s'ensuit que g*° est un tenseur. Nous avons donc 
défini trois fenseurs fondamentaux 


20 
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us Tu g' , 


qui sont respectivement des tenseurs covariant, mixte et con- 
trevariant. 


18. Tenseurs associés. 


Pour faire passer un indice de bas en haut ou de haut en 
bas, il suffit d'appliquer les équations : 


Ar "ff An. A, = J Aa (18, 1) 
— Ka D — væ 
AESA A, = Zur : (16,2) 


et de même pour les tenseurs d'ordres et de types différents. 
Les vecteurs À, et A” sont dits associés l’un à l’autre ; les 


tenseurs À,., A A sont également associés entre eux. 

La définition précédente n’est pas en contradiction avec elle- 
même car si l'on élève un indice puis qu'on l'abaisse, on 
retrouve le tenseur d’où l’on est parti. En effet : 


Aug = IpAp = TT Apu 
IGA = À 5; d’après (17, 2). 


Dans le cas de tenseurs non symétriques, il peut être néces- 
saire d'indiquer la place qu'occupait l'indice que l'on a fait pas- 
ser en haut, de distinguer par exemple À ” et Ar, 

ł f 

Avec les valeurs galiléennes des g „y, élever ou abaisser un 
indice ne modifie pas les composantes d'un tenseur d'espace 
à trois dimensions, et change simplement le signe de quelques- 
uns des éléments d'un tenseur d’espace-temps à quatre dimen- 
sions. Nous pouvons donc en général utiliser un quelconque 
des tenseurs associés pour représenter une entité physique sans 
enfreindre les définitions prérelativistes. Comme nous l'avons 
déjà dit, une entité n’a en elle-même aucun caractère de cova- 
riance ou de contrevariance et ce sont ses composantes cova- 
riantes, contrevariantes et mixtes que mesurent les différents 
tenseurs associés. Le fait que l’on regarde un déplacement 
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comme nécessairement contrevariant, demande quelques éclair- 
cissements. Il y a, bien entendu, un vecteur covariant (dx), 


associé à (dx)* ; tous deux mesurent une certaine relation 
d'Univers qui unit deux points ou événements. Cette relation 
n'est pas géométrique par sa nature, mais nous la représentons 
géométriquement en introduisant la notion de situation et en 
faisant intervenir un système de coordonnées. Le passage de 
la réalité physique au schéma géométrique abstrait est tout 
entier contenu dans (11,0) où dz}, dx',, etc., sont les mesures 
du vecteur physique et ==. etc., définissent la méthode géo- 
métrique utilisée dans la représentation de ce vecteur. 

Dans la théorie vectorielle élémentaire, deux vecteurs sont 
dits orthogonaux quand leur produit scalaire est nul, et le carré 
de la longueur généralisée d’un vecteur est égal au produit sca- 
laire du vecteur par lui-même. Dans la théorie générale on 
adopte les définitions correspondantes : 


Les vecteurs À, et B, (ou A, et B“) sont orthogonaux si : 

A ,B° = 0; (18, 3) 
Si Z est la longueur de A, (ou de Ae, 

[2 = À A. (18, 4) 


Un vecteur est évidemment perpendiculaire sur lui-même 
quand sa longueur est nulle. Or l'intervalle entre deux 
« points » est la longueur du déplacement qui fait passer de 
Fun à l'autre, puisque : 

Li CE (de) (da) as) ar) 
d'après (18,2). Un déplacement est donc orthogonal avec lui- 
même, s'il se fait le long de la ligne d’'Univers d'une pertur- 
bation lumineuse (ds =0). 

Si un vecteur À, subit un accroissement orthogonal infini- 
ment petit dA,, sa longueur n'éprouve qu'une variation d'un 
ordre supérieur au premier. En effet : 
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(1+ dl) = (A, + dA,)(AË + dA"). daprès (18, 4) 
== A,A + AdA, + À dAf 
= FE +o +o, 


puisque A, et dA, sont orthogonaux. 

Un tenseur d'ordre pair peut donner naissance à un inva- 
riant ; il suffit pour cela d'amener la moitié de ses indices à 
la position supérieure, l’autre moitié à la position inférieure et 
d'effectuer la contraction. Ainsi avec À... on forme A, puis 


par contraction A=A* ; cet invariant est ce qu'on appelle 
uy 

l'invariant contracté du tenseur pumitif (+). Un autre inva- 

riant que l'on peut faire dériver du tenseur A „yon c’est la 

longueur au carré A, A“. Il existe également des inva- 


à 7. « e8 
riants dérivés tels que Aiva Ap . 


19. Symboles à trois indices de Christoffel. 
| 


i 


Voici deux expressions qui reviendront sans cesse dans la 
suite de cet Ouvrage : 


Le symbole à trois indices du premier genre de Christoffel : 


Gus yo ny 
m=i CE) o 


IT MAH dx 
Y c / 


Le symbole à trois indices du deuxième genre de Christoffel : 


> [PTa d) dg ya 
{ y TL N uA e vÀ -a uv \ \ 
à HV) {= > g \ ar, î A De, si (19, 2} 
De ces définitions nous déduisons immédiatement : 
Eu os} =g” Le À], (19, 3) 
Cu s]=g, fu, AR. (19, 4) 


(t) Les Allemands appellent A le « spur » du tenseur primitif. 
(Note du Trad.). 
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Le résultat (19,3) est évident. D'autre part : 


Foal Pania } = a” [wy, X]= 9, [uv, A] = [uy, a], d’après (17,2) 
ce qui prouve (19,4). 
Nous voyons d’après (19,1) que : 


òg 
fu, o] + fev, p) = E. (19,5) 


x 


Il existe quarante symboles différents à trois indices de cha- 
que genre, car les expressions sont symétriques en p et y. Signa- 
lons ici que les Jus sont les composantes du potentiel généra- 
lisé et les fuy, o} les composantes de la force généralisée dans 
la théorie d'Einstein (Voir $ 41). 


20. Equations d’une géodésique. 


Cherchons maintenant les équations d’une géodésique, c'est- 
à-dire d'une courbe entre deux points quelconques de laquelle 


fi soit stationnaire. 


La géodésique est, en dynamique, une trajectoire absolue 
d'une importance capitale, mais pour le moment nous ne la 
considérons que pour l’aide précieuse qu'elle apporte au cal- 
cul tensoriel (+). 

Considérons un arc quelconque de la géodésique ; fixons ses 
extrémités et donnons à chacun des points intermédiaires un 
déplacement infiniment petit dx,, ce qui a pour effet de déformer 
la courbe primitive. 

Comme : 


ds? = I „lL dE, J 


2dsò (ds) = de, dæ òg, + I „d2 lda) + I pA (dx) 
de 


Y 
— dx dx 
[3 y à 


u a iz a CS 
a 6x + 7,42, d (èa) + I „d2 d (x) (20, 1) 


(1) L'équation que nous voulons établir est l'équation (21,1). Ceux pour 
qui le calcul des variations n’est pas familier, peuvent prendre la deuxième 
démonstralion exposée au § 22. Ceux, au contraire, que la présente démons- 
tration satisfait, peuvent passer le $ 22. 
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La condition de l'intégrale stationnaire s'écrit : 


fic — où 


ce qui, d'après (20,1), devient : 


: da, dr, dG ay de, Fu 
2 ds ds d@a nn Ti ds a 


mes : 


À 1e dz, dr, DUR 
J+ ~ ds CA PWF Ce u 


A O 
(Sur a Lu pret IN 


En intégrant par parties et en remarquant que 5x, s'annule 
aux limites d'intégration, il vient : 


d < dz, dr, A “TN dz, dx, Nda d 
PU, | SRE 2 te OLIS = 0 
J 2 ds ds T ds (Tas ds RA ds ) (e 


Cette relation devant être vérifiée en tout point de la courbe 
et quel que soit le déplacement arbitraire ôx,, le coefficient dif- 
férentiel de l'intégrale doit donc s'annuler en chaque point. 
Par suite : 


Ge dx, Gr m dg o dz, 
2 ds ds 2x, — à ds Ge 
D dg, dx Es ca 4 dx 
2 ds ds 2 To ds? z Jvc ds? de 
Mais 
LU > dæ, d9 o Jyo T2 
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Dans les deux derniers termes de l'équation on peut rem- 


placer les indices muets p et v par s. D'où : 


`~ 


1 Genn dz, { Mu ; Te O e Pa, A 
2 ds ds \ x, | ox 0x / Tec TUE (20,2) 
y a 


Pour nous débarrasser du facteur gs, multiplions les deux 
membres de cette équation par g9%. Il vient : 


dx dæ ia ( dg a se) dx 


& 
dx dz 2& <a da PA (20, 3) 
p (er 


à | E PRESS 
Li ar Dec das (926) 


En faisant successivement a = 1, 2, 3, 4, on obtient les qua- 
tre équations de la géodésique. 


214. Dérivée covariante d’un vecteur. 


La dérivée d’un invariant est un vecteur covariant (11,15), 
mais la dérivée d’un vecteur n'est pas un tenseur. Nous nous 
proposons dans ce paragraphe de trouver une expression pos- 
sédant les caractères d’un tenseur et qui puisse, dans notre 
méthode de calcul, remplacer la dérivée ordinaire. 

Comme dx, est contrevariant et que ds est invariant, une 


: dx, 
« vitesse » - est un vecteur contrevariant. Donc, quel que 


LE) 


5 r E E lx 
soit le vecteur covariant A,, le produit intérieur A, f iu est 
' as 


invariant. 

Le taux de variation de cet invariant par intervalle-unité pris 
le long d'une courbe quelconque doit être également un inva- 
riant : 


d ( a 5 A 3 
SF a T; yest invariant. (21, 0) 


Ceci, bien entendu, suppose que nous conservons toujours 
la même courbe absolue quel que soit le changement de système 


44 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 


de coordonnées. La propriété (21,0) n'a de sens que si nous 
pouvons définir la courbe à laquelle elle se rapporte, indépen- 
damment des coordonnées choisies. Il est donc tout indiqué 
d'appliquer cette propriété à une géodésique puisque cette 
courbe peut recevoir une définition absolue. En effectuant la 
différentiation, on voit que : 


dx, A, dx, dz, 
! e s sd $- 
Ap a T Tsa k est invariant le long d'une géodé 


sique. 


D'après (20,4) : 


ou dx, ; GED CHo 
Au ds ‘à ds = — | MAN s ds AE 
Donc 
Er. \ dx, dx, : , 
M A } Aa) -g -y est un invariant. 
dæ, AZ) : 
Comme T ie sont des vecteurs contrevariants, la quan- 
S S 


tité entre parenthèses doit, d'après le § 16, être un tenseur cova- 
riant du second ordre. Nous écrirons donc : 


A, 
Av -—juua)A.. (Ar) 


À est ce que l’on appelle la dérivée covariante de À. 


En introduisant le vecteur contrevariant associé A“ nous 
avons : 


À =. A. 
D'après (21,1) : 


An Fr (ge. A°) 2 ge: (x A°) 


G g j F à 
= > + A° = —{|5Y, :) d’après (19, 4) 


y G 
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= Joe r t A° [ev, o] d’après (19, 5). 
Muluplions les deux membres par g7# pour faire passer en 


haut l'indice s ; nous obtenons : 


u _ 2AF 
M DL 
y 


fev, u} AF. (oi 2) 


C'est ce que l’on appelle la dérivée covariante de A”. 

Ces définitions permettent de faire passer l'indice de bas 
en haut indifféremment avant ou après la différentiation cova- 
riante. À remarquer la grande différence qu'il y a entre les 
formules (21,1) et (21,9) ; à noter également que la diffé- 
rentiation ajoute toujours un indice covariant. 


22. Autre méthode pour trouver l’expression de la 
dérivée covariante. 


D'après (15,22), 
PESEN 


; 5 à à A 
CET de, Te x, re \ 
dx LOVE 3 LÉ 5e 7 7 | + 
Lh as | ax y D dX- dE ba j 
d dLa à 
Da Ép Ty E: la T 
ILa 0x CE w, , J 
2948 PT 


puisque 


dt 
= —% 1 et que dans le deuxième terme de la 
oL | x, o£ N 


parenthèse on peut permuter les indices muets « et 8 (14, 2). 


De même : 
à 2 2 
27 a [ x, Lp La x, Lg ) 
TR Ta PR ne OT S Ej C1 52 
x", ab \ DER DE DL ID) 02, 
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P ae dL r dx R 
PE a g e E To aN 5 
dx aß I IC IL JU Gr Gen re 

t Y À y AY 


dT. ota DZ, 29, 
a b 1 va 
D, 0) Eg 


- (22, 13) 


dr 
e 
Ajoutons membre à membre (22,12) et (22,13), et retran- 
chons (22,11) du résultat ; d’après (19,1) il vient : 


dx te dx dTh ID 


[mA] =g a a Ha a a (22) 
EN À u v À 


dx 
inli do € + 
Multiplions les deux membres par g’ ' Ro d’après (19,3). 
2 
í r | L, a PL, Jo 22g ar 
uY, p aa Tag Iu Ie -g n TS 
p Dv À p 
39 Hi HE nd Ty eo 
> : F 
a I CE dL dx’ dx”, (2, yl 
dx, 7 ve n 0 
=; 2 DEEP AC h i { J ` A 
= Tena 4 TI > z lP, y] d’après (bn) 
LL Y e v 
Pr, dL, ILe 
= l e! 
= + jab, £( or (22,5) 
ee à Ÿ u y 


d'après (17,2) et (19,3). 


Maintenant, d'après (15,12) : 


IL. 
ed e c 
A u D À, 
fe 
D'où, en différentiant, 
2A? 2x dL IL s 2A. 
pi a č eru ad 
DT TE) dx, © LE, GE fe ILY 
ID dL IL dL dx 2A 
h. 5 EN a p a 8 « 
ri e} A, I 28, sA, 0%. ar A DT’ de do 
a p 7 Ù P 


d'après (22,3), et en changeant les indices muets dans le der- 
nier terme- 
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ar. 
Comme A? — A , on en déduit : 
p dE € 
PA’, PL TS. / A 
DT S F el N 
x, Es fwy, e} Le 7 dx, de, Ma fop, JA): 


ce qui montre que : 


JA, i 
7 = 1> BA, 
Y 


est un tenseur obéissant à la loi de transformation (15,22). 

Nous aboutissons ainsi à l'équation (21,1) par une autre mé- 
thode sans faire appel au calcul des variations, et nous pouvons 
poursuivre notre discussion comme au $ 21. 


23. Dérivée covariante d’un tenseur. 


En partant des tenseurs du deuxième ordre, nous pouvons 
obtenir par différentiation covariante des tenseurs du troisième 
ordre d’après les lois suivantes : 


JA a i 
An os ea A EA ME 
G 
A = 24 nn al A? + fa v} N (23 2) 
Ez 2x a À A 5 p’ ; 
DA 
uy T? 
uvo E E T (eT, aj A y 10 fva, a} 5 (23,3) 


On saisira sur l’exemple suivant la règle de différentiation 
d’un tenseur d'ordre quelconque : 


AP = aN = fo, al Aa = fps, a A a fe, a A 


huyo I£ huy 
o 


9 
hua 
+ fao, pi S : 


La preuve que ces expressions sont des tenseurs s'obtient 
par une généralisation immédiate des méthodes utilisées pour 
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LL ». 

i 1 e & ds | : Árin 
A, et A" (1). Par exemple, pour avoir l'expression de la déri 
vée covariante du tenseur À, on part non pas de (21,0) mais 
de l'invariance de : 


d í i dr, dx, 
RENG eE ZE A 


et l'on poursuit la démonstration comme au $ 21. 
Si À, est le produit de deux vecteurs : 


Ag = B,C, 2 


nous avons : 


Di 0 
BE, d Liv (= = JUT, al B,) c F = =a a c,) B 


= (B TS i d'après (23,3). 


Le membre de gauche étant un tenseur, nous avons la preuve 
que dans cé cas (23,3) est un tenseur ; il est possible de partir 
de là pour faire une démonstration générale. Le résultat : 


EC Be aF BC, (23,4) 


montre que la différentiation covariante est une opération dis- 
tributive comme la différentiation ordinaire. 

D'après (23,3) nous avons dans le cas du tenseur fondamen- 
tal : 


dg 
L — luc, où g — {vs a 
Tusa = 2x the Gi 2 Le Tux 
ag 
Y 3 = 
= = — [us, y] —[vo, p] 
(x 
= 0, d’après (19,5). 


{1) Voir $ 26 bis. 
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Les dérivées covariantes des tenseurs fondamentaux sont nul- 
les de sorte que dans la diflérentiation covariante les g,, se 


comportent comme des constantes. 
En conséquence : 
T 


A (A) ga — 405 


les deux interprétations possibles de A% sont donc compatibles. 


La dérivée covariante A d'un scalaire (invariant) est la 


” PE ee DER JA s 
même que sa dérivée ordinaire = . Par exemple, nous véri- 
Ec 


fions d’après (21,1) et (21,2) que : 


/ m $ A d (a At) z 
(A A) =A AË + AA = = 

L'utilité de la dérivée covariante tient en grande partie à 
ce fait que, si les g,, sont constants, tous les symboles à trois 
indices sont nuls et l'expression se réduit à la dérivée ordinaire. 
En général, nos équations physiques ont été établies en coor- 
données galiléennes où les Ce sont des constantes ; nous pou- 
vons par suite, dans ces équations galiléennes, remplacer les 
dérivées ordinaires par les dérivées covariantes sans que ces 
équations cessent d'être valables. 

Supposons par exemple que nous voulions obtenir l'équation 
générale de la propagation d’un potentiel avec une vitesse égale 
à l'unité. En coordonnées galiléennes, cette équation est : 


D= ii 0. (23,6) 


Les valeurs galiléennes des g,, sont : g*=1 ; g7 =g” = 


=g% =—1, et les autres coefficients sont nuls. (23,6) peut 
donc s’écrire : 
de 
M RS \ 
g” z 2x = 0. (23,65) 
la v 


Le potentiel étant un scalaire, sa dérivée ordinaire est un 
; en coordonnées galiléennes, nous pou- 


3 


vecteur covariant 9, 
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d 


: we Pu E 
vons remplacer la dérivée ordinaire -—— par la dérivée cova- 
SEY. 


riante CE D'où l'équation : 


TP (23,7) 
Jusqu'ici, les coordonnées galiléennes sont essentielles ; mais 
nous remarquons maintenant que le premier membre de (23,7) 
est un invariant pour tous les changements de coordonnées. 
Comme il est nul dans un système, il l'est également dans tout 
autre et (23,7) est applicable quel que soit de système de coor- 
données choisi. D'après (21,1) nous pouvons mettre cette équa- 
tion générale sous la forme : 


EE A (23,8) 


Cette formule peut servir à transformer l'équation de Laplace 
en coordonnées curvilignes, etc... 

Il ne faut pas oublier qu'une transformation de coordonnées 
n’altère pas le genre d'espace. Si, par exemple, l'expérience 
nous a appris que # se propage suivant la loi (23,6) en coordon- 
nées gahléennes, il s'ensuit rigoureusement que ce potentiel 
se propage suivant la loi (23,8) dans n'importe quel système 
de coordonnées tracé dans l’espace-temps euclidien. Il ne s'en- 
suit pas, au contraire, que (23,8) soit valable Ià où il existe un 
champ de gravitation et où l’espace-temps n'est plus euch- 
dien. Néanmoins il n’est pas déraisonnable de penser que (23,8) 
pourrait bien être la loi générale de la propagation de ẹ dans 
n'importe quel genre d’espace-temps, en particulier si la per- 
turbation qui se propage est d'un caractère simple et n'est 
pas de nature à se laisser influencer par les composantes de la 


courbure (Cf. Note 11, p. 256). 


24. Interprétation de la dérivée covariante. 


Supposons que nous nous donnions un champ de force et 
que nous voulions savoir comment la force varie d'un point 
à un autre de ce champ. Si nous nous servons de coordonnées 
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polaires, nous voyons immédiatement qu'une variation de la 
composante suivant le rayon vecteur n'indique pas nécessaire- 
ment un changement réel de la force ou un défaut d’unifor- 
mité dans le champ. Cette variation est due, en partie du 
moins, au fait que les rayons vecteurs aux deux points consi- 
dérés sont inclinés l’un sur l’autre. La dérivée ordinaire d’un 
A, 
vecteur ——— ne peut donc être regardée comme une mesure 
Y 


de la variation absolue de ce vecteur. S'il existe quelque chose 
que lon puisse vraiment regarder comme un taux absolu de 
variation, ce doit être un tenseur. Nous avons vu qu'il existe 


ne i dA 
un tenseur, la dérivée covariante A aia formée du terme — g 
l 2x 


v 
donnant le gradient apparent duquel on retranche la « pseu- 
do-variation » fuy, a} A, attribuable à la nature curviligne 
des coordonnées. Plaçons-nous en coordonnées cartésiennes ; 
comme nous pouvions nous y attendre, la pseudo-variation 
disparaît puisque les symboles à trois indices sont tous nuls. 


A, représente donc le taux de variation absolue du vecteur A, 


suivant la direction x . 
Considérons un ét élémentaire dans le plan TE 
o 7 
C{z, + de, æ + dz) D(z, xz + dz): Etudions la variation 
absolue du vecteur À, quand on décrit le contour ABCDA. 


ses sommets étant respectivement A(T, AL B(x — dx, x ) 
, Y 


(1) De A à B, la variation absolue est A de, 
prise pour la valeur æ . 
(2) De B àC, la variation absolue est A dæ 
Le (o 
prise pour la valeur æ + dæ. 
(3) De C à D, la variation absolue est — À pda, 
prise pour la valeur æ -}- dæ 
(4) De D à A, la variation absolue est — A dæ, 


ri : 
prise pour la valeur æ 
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En combinant (2) et (4), nous avons la différence des valeurs 
de À, dæ_ pour x + dx et pour x . Cette différence est : 


à 
dL 
v 


(A) dx dx. (1) 


(1) et (3) donnent de même =- —— (A, j dx dx. La varia- 


LY 


tion totale le long du contour ABCDA est donc : 


dx dx - 
> V2 


ce qui d'après (23,3) est égal à (©) : 


(A —A \ Jr dx. 
uay « uyg} y T 

Dans nos connaissances ordinaires, la variation totale d’un 
vecteur le long d'un circuit fermé est nulle, de sorte que nous 


aurons À _ =A . Nous verrons dans le prochain paragraphe 
9% vs 


que tel n'est pas le cas général. L'ordre de la différentiation 
covariante n'est pas permutable. Si, prenant un vecteur, nous 
lui faisons décrire un contour fermé, le long duquel il soit 
constamment sans ( variation absolue » nous obtenons à la fin 
du trajet un vecteur différent de celui que nous avions au 
départ (Cf. p. 215). 

Telle que nous l'entendons, l'expression « variation abso- 
lue » fait bien penser à l'idée générale qu'implique la différen- 
tiation covariante, mais elle est loin d’être satisfaisante. Levi- 
Civita et Weyl emploient l'expression de déplacement parallèle 
à la place de ce que nous avons appelé un déplacement sans 
variation absolue, c’est-à-dire un déplacement tel que la déri- 
vée covariante soit constamment nulle le long de la trajectoire 
décrite. 

On peut, par la méthode employée dans le théorème de 


i à : ; : 
(7) Ne pas appliquer la convention de sommation puisque dx dx, est 


un parallélogramme élémentaire particulier et bien déterminé. 

(?) Cette propriété importante que le « rotationnel covariant » est le 
même que le « rotationnel » ordinaire n’est vraie que pour les tenseurs 
eovariants. 
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Stokes, étendre cette formule à un circuit fini (+). Ainsi, la 
variation du vecteur A, prise par déplacement parallèle le long 


d'un contour fermé est : 


BA = 1 m aa (24,1) 


où l'intégrale est étendue à une surface quelconque limitée par 
le contour. Ici dS” ——dS"—dx „27, ; autrement dit, c'est un 


tenseur symétrique gauche qui fait o l'aire élé- 
mentaire une direction positive de parcours sur le contour qui 
la limite. C’est une convention évidemment nécessaire pour 
pouvoir effectuer la sommation. 


25. Le tenseur de Riemann-Christoffel. 


La dérivée covariante seconde de À, s'obtient en remplaçant 


dans (23,3) À. par sa valeur tirée de (21,1) ; ce qui donne : 
5 A, A, 
À = dx. ( 2x, Se fey, a = (T> 4( IL, SE fav, e} a) 
he 
— pd (RE — Jus d A.) 


Le 


DA DA 2A 2A 


Re a D ren a 


+ posag fpo a} À + foj a fan} A, A fu, a. (26,1) 


Les cinq premiers termes ne sont pas modifiés si l’on per- 
mute yeto. De h : 


=| fw, a} fav, e} — fuv, a} facs e} — za fen S} + z o a] A, 


(+) Quand on fait la somme pour un certain nombre de circuits adjacents, 
les arcs communs sont décrits chacun deux fois dans des sens opposés 
de sorte que les éléments de l'intégrale qui leur correspondent se détrui- 
sent mutuellement ; le résultat est le même que si l’on avait simplement 
décrit le contour extérieur limitant l’ensemble des circuits élémentaires. 

21 
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3 z b 
ce que l'on écrit : 


A vo + AT > BA ; (25,2) 


Le coefficient de A est un tenseur d'après la loi rigoureuse 


du quotient et nous avons : 


B? = fuoa} faye} — fuy, at {us,e} + {uo,el — Ka fuvel. (25,3) 


paT h > 


C'est ce que l'on appelle le tenseur de Riemann-Christofiel. 
On peut faire passer en bas l'indice e : 


E 


=, = Pigs 


fus, al Lav, o] — fuv, al fo 

dg dg 
pa p 

h ee 


g 


= Lev, p] — fpo, o} 
=— fus,a) [eva] + fuv, al [os,a] ss z, [HS Pl— $ — A pe}, (25,4) 


d'après (19,5). 


Si l'on développe les deux premiers termes de la dernière 
expression, on voit que le tenseur est symétrique gauche en 
u et p ainsi qu'en veto. 

Nous devons signaler que le tenseur de Riemann-Christoftel 
appartient à la classe des tenseurs fondamentaux, c'est-à-dire 
qu'il n'est constitué que par les g, et leurs dérivées. Ordinai- 
rement, en partant d’un tenseur quelconque, on peut former 
une série de tenseurs d'ordres de plus en plus élevés par le 
procédé de la différentiation covariante. Mais si nous partons 
du tenseur fondamental g» 4, —0 et la méthode précé- 


uyg 
dente est inapplicable. Ne avons contourné cette lacune et 
nous sommes arrivés par un chemin diflérent à un tenseur 
fondamental du quatrième ordre. Nous pouvons maintenant 
prendre ce tenseur pour point de départ et obtenir par diffé- 
rentiation covariante une série de tenseurs d'ordres de plus 
en plus élevés. 
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26. Autres formules. 


Les formules suivantes sont d'un usage très fréquent. 


Comme : 
ue _(O Sy 
IT i. 1 an 
g “da + CAN = 0 
D'où 
u yB 
gg" dy = — IpI dg" =— g'dg“ 
= GT. (26,1) 
De même : 
dg g =— Ju DIT (26,12) 


En multipliant les deux membres de (26,12) par ae, nous 
avons : 


re — Rd Dee À dl se) 
Ten a (26,2) 


dg se forme en prenant la différentielle de chacun des g, 
en la multipliant par le mineur correspondant à g, dans le 


déterminant g et en faisant la somme algébrique de tous ces 
produits. Donc : 


dj — gg" dg p 
D'où : 
d (log g) = g” dg, =— I pdg”. (26,3) 
Le symbole à trois indices contracté : 


I o) ( 27) + 29] i Iua \ 
; DTA E DA 
CE PE dW 


s Ois 
I G} To 


v 
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car en permutant les indices muets c et À, on voit que les autres 
termes se détruisent deux à deux dans la sommation. 
D'après (26,3) : 
2 2 


fus, o} = -E -> (log g) => (log Ig). (26,4) 


u 


Nous prenons ÿ—g et non yg, car g est toujours négatif 
dans le cas des coordonnées réelles. 


26 bis. Problème général de la différentiation tenso- 
rielle ('). 


Etant donné dans un espace quelconque à n dimensions un 

A . S152—S 
tenseur covariant d'ordre m et contrevariant d'ordre p, A i , 
172 îm 
est-il possible d'en déduire un tenseur covariant d'ordre (m + 1) 


S1S2 — Sp 


et contrevariant d'ordre p, A , dont les composantes 


Mila Talm +: 
en coordonnées galiléennes se réduisent aux dérivées des com- 
posantes du premier tenseur par rapport à ces coordonnées ? 
Par définition, si nous faisons un changement de coordon- 

nées quelconque : 

D OT, De. Tu) D y 0069 ll 

L 
qui, si l’inversion est possible, donne : 
2 3 z 
EREA Le. Lin) JIEL 20, 


$182 — Sp 
Pira — rm 


le tenseur A qui dépend des variables £i, Lay -n.3 Ln 


GiG — G, 
se transforme en un tenseur A, >— P tel que : 
1 


p2— pm 
? ? 
tTiTs—ap __ A 512 — Sp Lry Lys M dLrm L'o, ILo dT'op 
biba —om Pia —Tm Th dD oa DL om Ds, ss dBsp ? 


ce qui peut s'écrire : 


4 3 
ILo, Vo  VE'op 


S82 — Sp 
riPa—rm dTs, dTsa Tsp 


(t) Paragraphe ajouté par le Traducteur avec l'autorisation de l’ Auteur. 
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+ 


a » , 
:71G2— Tp DT p; 2x p2 DT om (26b11 
Papa —Pm dr, dr, Cry À ÿ 


Dérivons les deux membres de cette égalité par rappor 


AUD A 
Pre =r rR DT Ci dL Fa dL Gp 
Drm yı Ls, ds) Tsp 
: de de 22. de dr 
SS2— Si — S DE g A dT ci dE gi ap 
E A í dx = EA ILe dE =>- "0x 
L z Si CSI =mi SE Pam -41 Si Li ‘Sp 
7172 — Gp a 
vi " ? a 
nu Ppa—pm Tr Op, DL'pr Tom 
dL - Erm, Lry Ly Cr 
, , 2 | $ n — 
ne NA Pt M T'on | à 
3 Et I TA > 
PAPI pi— pm DT, dLCp; — TrdEp,n A dEr; s Ern | SE 


Nous allons dans cette relation remplacer les dérivées secon- 
des par leurs valeurs tirées de la formule (22,3) qui donne ici : 


DL’; 3» Lx IL’ B 
Ti —— 


-5 (l S3 
= ST mis Q mm 10) TR 3 
DST rm ; T5 Lq pai Tsi Drm t 


93 (| 3 
2D T opi frir x q} JT oi ag 5 5) DL y dL p 
. x Tomi 7 pi 
Ep PT pm nd |. CRIS Crete 


En portant dans (26 b. 2), il vient : 


ARE 7 
rra—rm Lo, Lop 


dErm yi Es, Lsp 


—— —— dus —— 


SiıS2— Si — Sp (+ 
FA sn rm mt 


INDE {2 2 
FE are Po RE OO SE 0 ES 
rira — rm t $ dTs, Esin, ITs; Lsi, Lsp Ermi, 
T02 — 0p 
dA° a A 3 
Pila — Pm dE + oT p, IT pm 


OIP Ermy Er; Cp 
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, > 4 = , J %™ 
paT Gp frir 7 DT p, y DE pii dx pi dT pipa 5 DT pm 
Pape mt pm a Lr, Lrj, Lg dEryr, a 


0 5: e’ , > » ee 
AMD (ao Ne dpi TROT pipi Tpm LB À 
N RS me r a a 

P102—pi—pm t Tapis DC, dLr;_, Tr; DLCrip, drm dDrm+, w% 


égalité que nous allons transformer en tenant compte du fait 
que (26 b. 1) peut s'écrire : 


? 3 5 $ 
20403 — Op IT oy DT pi, Tpi IT pigi pi Ram 
pip2—pi— pm dr, Tri, dLq dCi dLrm 
À ` , 
— À S182—Sp nhs ci DT Gp 
= rita — Tiriti m ds, DES 
ou encore : 
SS2—Si—Sp Lo, doi IP) Leip, dL'ap 
PREE TM Ls, DLgj—, TLs; Lits dTsp 
LA » 
___ 490402 — Ciit — ap ?T pi dT pm 
D103—Pm Tr Cr 


L'égalité (26 b. 3) s’écrit alors en remplaçant + par p»+1, « par 
À et f par Pmi1, puis en interchangeant À et p; : 


S1$9—S 
A. 
“ra —l'm Si — Si —gSi — ŞS, 
SETA er A - TA P Igrm+ Si 
Drm Pro — rm 
IT’ IT’ 
S182 — Sp i °c op 
A PEY 7 frim q} Sn aE 
Tra — Tri] riy — i'm dTs, Dsp 
i 
Gif — p 
2A’ 1972 'p 
PaPa— Pm y} p902 — Ci—1hGit1 — Gp p 


DE omp, | Piè—pm 


-5 A’ G12 — Op Ta IT Pm dx Pm-1 


; AVES 4 
Papa — pi—)pi+-1 — pm fpipmto 3 Er, rm rmt , 


ce qui montre que nous pouvons poser : 


S1$2—S 
DANS 
S1S2—Sp Tilo—Tm £ } S4S2— Si —] Si +1 —Sp 
LE frag si A 
PaPa — Tmi m Ty a Palo —Pm 
S182 — Sp 


re nil q} A (2604) 


raPa—Pri—]ri +1 Tm 


LE CALCUL TENSORIEL 59 


et ce nouveau tenseur répond bien aux conditions du problème 
puisque, en coordonnées galiléennes, les symboles à trois indi- 
ces sont tous nuls. C’est ce tenseur qui a reçu le nom de dérivée 


=S) 
covariante du tenseur N ii 
= 


Cette formule (26 b. 4) est applicable si le tenseur primitif 
n'est pas mixte ; autrement dit, on a : 


d'A 7e i 
; EL En p, : 
Palo — rmm dy + à Cmi, Q Arr ri—agri4a— rm’? 


S1Sa—Sp __ DASISa— Sp F PE E E 
A ent fiq, si} ASaSa—si—19Si+i—Sp - 
Les formules (21,1), (21,2), (23,1), (23,2), (23,3) ne sont 
que des cas particuliers de ces relations. 
Dans la formule (26 b. 4) remplaçons maintenant chacun 
des tenseurs par son expression en fonction du tenseur réci- 


proque par rapport à la forme fondamentale g,, dx dx. Nous 


obtiendrons une relation entre un tenseur covariant d'ordre p 

et contrevariant d'ordre (m + 1) et des tenseurs covariants d’or- 

dre p et contrevariants d'ordre m. On peut se demander s’il 

existe une relation entre ce tenseur d'ordre total (p+m+1) et 

le tenseur covariant d'ordre p et contrevariant d'ordre (m -+ 1) 

« associé » à la dérivée covariante du tenseur d'ordre (p+ m). 
D'après le $ 18 on a : 


S182 — $p 4 TR g AC omara a 


E, 0 G 
riPa—rm' m4- 194 IrmomIrm4ipm+ 7 T102—6p 


En portant dans (26 b. 4) il vient donc : 


S1T1 Spp P1P2—Pmbm+1 
Trips da TrmomI rm 10m +I "EC A GiGa—0Gp 
APP? —Pm 
8102 — Cp S104 SpGP 
Erm > Trips" Irmom] g 
p192 — pm 
E $; s 
+ f m+f, 8 DT 


Sici Simaima GA SiTi SpGp 
Iro From -g gig 9 
pipa—pi—hpi 4r —pm 


' 
eo | T0 
| mAAf is Ti À is —0p 
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S171 Spip 
- CU ne 0 DE Ne 
Pa02—Pi—1À0i +41 — pm 
Le À C102—0p 
dri) Sic: SpOn 
MT arm Frenpiss N "9 
+ APP Pm 


C102— Gi Ada +p 


S171 


i Iro IrmpmI 


i) 
Simsi DI sisit, SPP 
dLrm + 4 


0 


Considérons les termes en AP Pi Pi +— pm On peut les 


T102—0p 
écrire : 
PAP2—pi api ti — S151 Spy 
s € cg 6 a 
Aaa ROTI g rimpi. Pi+api +1 Irmom? Ÿ 
dr; (FA i 
Em nt 001 9 Ta) . 
“rm4 


Mais d’après (19,4) le crochet s’écrit : 


d9r;x 


dEr ER [Tni A] 


m+i 
ou : 

mt; ri] 
ou enfin : 


Tripi m1 pR. 


L'ensemble des termes en A’ pame iem écrit donc : 
102— fp 


Spip 


1p2— i= Î+i—Pm . ST 4 y 
pap R P B c qi, P Irmis pi. 


10, —-0p Trips jz IrmomI 


ou 


Considérons maintenant les termes en Af! P™ ; 
GiGgr— ti —hCi 4 —tp 


Ils s'écrivent : 


P1P2—Pm S101 SiTi iSi HaTi Spp 
A O12 — Ci mhi -4-1 — ip Frp "Irmom? DO) I ~g 
ag 


Erma 


aa + 99 fang 


LE CALCUL TENSORIEL 61 


Nous allons transformer le crochet : 


_agsà . s [a 
Der Ts = CL frmiag, s g = J; Ee P Pmt, ti 
siu d6 #) 
MR CE + 909,9" [Patage] 


$ 249? 
= 9% Sagan 197 Fagy] 


so. : ag qi Iug 
= UT o) Nr e 
t eLrm -+r Erm 1 


em siu 
=—g" m+1ds À}. 


En remplaçant u par c; on voit que les termes en : 


PaP2— 9m 
GiTo—- Ti À Gi La— Cr 


s’écrivent : 


Dj09—0 a 
1! m ST; SpTp Én E t 

À Io Iram 7 PP Pmi hj. 
G40 — Ci—4ÀGi 41 — 0p 191 mom 


Finalement nous obtenons la formule 


0192— Dm 
242P 

2109—PmOmtA G103— Tp 

9 à 4 RE — 
'm+1pm+1 GiG —6p dLrmtH 


192— i—i ri pm P192— 0m 
+ rmi pit AP P i R E 1Ti3 À JA 


3 
TiTa— Gp (| TiTo—-Ti hi k1—6p 


ou en changeant légèrement les notations 


JAP192— mr 
pips—pmpm+i — fm AT OP a Seh LA AT Pi Pia one 
Gif3—fp ILe An 5] T102—0Gp 
D 109—0nt | À 
— to, X{ A°! (265) 


T109—0Cijmm) 1Gi4i—Tp | s} 


c’est ce tenseur que l’on appelle la dérivée contrevariante du 


tenseur AP? $r 
0 


a Si nous multiplions les deux membres de 
192— 
(266.5) 


Baom opii il vient : 
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a! 2102 —Pm 
P1P2—PmPm +1 GiT#—0p 
Tom +15p+1 G102—6Gp FL Topi 


- pa—pi—} F 4 — — 
+ fop+ih, pil AP: impit PE fo, +465, VEN pm 


C102—6p D4Ta—Gi—aÀOi +1 — ip 


En se reportant à (26 b. 4) on voit que le second membre est 


la dérivée covariante de AC E, on a donc : 
taam up 


pipz — om = P4102—PmOm +1 
G192—GpGphi pm +10p +1 G102—Gp 


ce qui est la loi d'association des tenseurs ($ 18). Notre défini- 
tion de la dérivée contrevariante est donc bien d'accord avec 
cette loi. Cela montre également que l’on peut toujours dans 
les calculs remplacer la dérivée contrevariante d’un tenseur 
par son expression en fonction de la dérivée covariante, obtenue 


d'après la règle du $ 18. 


Résumé. — Les tenseurs sont des quantités obéissant à 
certaines lois de transformation. Ce qui fait leur importance, 
c'est que toute équation tensorielle vérifiée pour un seul sys- 
tème de coordonnées ne cesse pas d'être vérifiée quand on 
change les coordonnées d’une manière quelconque. On recon- 
naît en général que telle expression est un tenseur en cher- 
chant sa loi de transformation ou bien en se fondant sur la 
propriété que la somme, la différence, le produit ou le quo- 
tient de deux tenseurs est encore un tenseur, cette propriété 
n'étant qu'une généralisation de la méthode des dimensions bien 
connue des physiciens. 

Les principales opérations du calcul tensoriel sont l’addi- 
tion, la multiplication, la sommation ($ 14), la contraction 
($ 16), la substitution (§ 17), le passage des indices en haut 
ou en bas (§ 19), la différentiation covariante ($$ 21, 23). L'opé- 
ration de la division n'existe pas ; pourtant ,on peut faire dispa- 


raître un facteur gênant g™ ou Jus 0 multipliant par g,, ou 


g!” de façon à former l'opérateur de substitution. L'opération 
de la sommation échappe en quelque sorte à notre contrôle, et 
se présente toujours à nous comme un fait accompli. La règle 
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de manipulation la plus caractéristique de cette méthode de 
calcul, c'est la modification arbitraire que l'on peut faire subir 
aux indices muets (ceux qui apparaissent deux fois dans le 
même terme) ; c'est, je crois, avec cette règle que le débutant 
a le plus de peine à se familiariser. 

Comme, dans cet Ouvrage, nous n'avons affaire presque 
exclusivement qu'à des tenseurs, le lecteur peut être conduit à 
oublier que cette dernière propriété est absolument exception- 
nelle. Les tours de passe-passe que nous paraissons faire avec 
nos calculs, ne sont possibles que par suite du caractère très 
particulier des éléments dont nous nous servons. 

Les développements ultérieurs du calcul tensoriel seront résu- 
més au $ 35, mais nous en savons maintenant suffisamment 
pour pouvoir commencer la théorie de la gravitation. 


SECTION III. 


LA LOI DE GRAVITATION. 


27. Caractères de l’espace-temps euclidien. 


Quand l'espace-temps est euclidien, on peut faire usage de 
coordonnées galiléennes de sorte que les symboles à trois indi- 
ces s’annulent tous ; mais, comme ces symboles à trois indices 
ne sont pas des tenseurs, ils ne s’annuleront plus en général 
quand, tout en restant dans l'espace-temps euclidien, on les 
rapportera à des coordonnées autres que les coordonnées gali- 
léennes. 

Le tenseur de Riemann-Christoffel, composé de produits 
et de dérivées des symboles à trois indices, s’annule aussi en 
coordonnées galiléennes ; comme c'est un tenseur, 1l restera 
nul pour n'importe quelle transformation de coordonnées effec- 
tuée sans changement du genre de l’espace-temps. Pour que 
l'espace-temps soit euclidien, il faut donc que le tenseur de 
Riemann-Christoftel soit nul. 

La condition est également suffisante — si le tenseur de 
Riemann-Christofiel est nul, l’espace-temps est euclidien. En 
effet, d’après (25,2), ceci s'écrit : 


Il en résulte : 


À va = Apos . (27,1) 

Il s'ensuit qu'un vecteur qui décrit sans variation absolue 
(par déplacement parallèle) un contour fermé quelconque, re- 
prend à son retour au point de départ sa valeur primitive. Un 
déplacement païallèle d’un point à un autre donne donc un 
résultat complètement indépendant du chemin suivi. Si l'on 
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prend un certain vecteur À, en un certain point et que, par 
déplacements parallèles, on le fasse passer par tous les points 
de l’espace-temps, on obtient ce que l'on appelle un champ de 
vecteur uniforme. Par définition, cette uniformité s'exprime 
par la condition A „=°. Il est facile de voir que l'existence 
du champ de vecteur uniforme ainsi défini n'est possible que 
parce que l'équation (27,1) est vérifiée ; dans les autres cas 
l'équation À; —0 ne sera pas intégrable et l'existence d'un 
champ de vecteur uniforme sera rendue impossible. 

IT est facile de voir que si les quatre côtés de nos mailles 
d'espace-lemps appartiennent eux-mêmes à des champs de 
vecteurs uniformes, nos coordonnées seront des coordonnées 
cartésiennes obliques. Voici une démonstration analytique de 
cette proposition. Soient A (« = 1, 2, 3, 4) les quatre vec- 
ieurs-champs uniformes tels que : 

u — 
(eja — 0; 

ou d'après (21,2) : 
2 
IT, 


Ata) =— ks, pl A4) : (27,2) 


Effectuons maintenant une transformation de coordonnées, 
les vecteurs contrevariants étant transformés suivant la loi : 


dz, — At) dx’, . 


Alors : 
g agTT dx = I AT dx, 
= Jp ABP dE ge 
Donc : 


T'ap = Jus AlBy (27,3) 


En dérivant par rapport à æ les deux membres de cette 
équation : 
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, Y H 
dg aB __ p DA CB) v 4e) u IR dJ uy 
sa” ua) LG + Juv(8) 2€ T Aa) Atp Ze 


F E y ; y Wuv 
=— Ipp EO — I A Ap E e À AA (9) Se 


pu v À z dT uv 
== Ata AB) Fes vo, el — g, fpo, e} + | 
en permutant les indices : 


dT uy 
AfA (B) Le [vo, u] — [uo, y] Er - | 
10 d’après (19,5). 
Iug est donc constant. Nous avons par suite trouvé une trans- 


formation qui rend en tous points les g constants ; nous pou- 
vons ensuite faire une nouvelle transformation qui nous ramène 
aux coordonnées galiléennes comme au $ 2. 

Ainsi, pour que l'espace-temps soit euclidien, il faut et il 
suffit que le tenseur de Riemann-Christoffel soit nul. 


28. La loi de gravitation d’Einstein. 
Le tenseur de Riemann-Christoffel contracté Gy s'obtient en 


faisant e =s dans B% _. D'après o : 
Bug 


= E cl \ Ml Ils 
G = {usa} fva o} — fuv at fas,oi + l 


y == {uy,of. (28,1) 


Chacun des symboles où apparaît deux fois le même indice 
est transformé selon (26,4), et l'expression (28,1), après quel- 
ques modifications dans les indices muets, prend la forme : 


pv Ten de I a} ME fpa, pi 6, al 


+ ——— EAE log V—g—! fuy, où — 


— log y— g. (28,2) 


Einstein, pour les raisons que nous avons exposées au Cha- 
pitre V, a pris pour loi de gravitation dans un espace vide : 


G =o. (28,3) 


UY 
i 
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Nous pouvons remarquer que la contraction obtenue en fai- 
sant e= ne fournit pas un tenseur nouveau car le résultat 
s’annule identiquement (1). 

Le tenseur G, étant symétrique, la loi d'Einstein équivaut à 


dix équations dont quatre, il est vrai, sont des identités que 
nous établirons plus tard. Comme dans l'équation de Laplace 
pour la loi de Newton, les dérivées secondes des g,, entrent 


linéairement dans la loi d'Einstein. Il existe d’autres tenseurs 
fondamentaux du second ordre formés par contraction de ten- 
seurs du sixième ordre ou d'ordres supérieurs, mais dans ces 
tenseurs contractés entreraient des dérivées des ce d’un ordre 


supérieur au second. On peut cependant, sans introduire une 
telle complication, imaginer simplement une autre équation 
tensorielle telle que : 


G. — 9 3 (28,4) 


p» g» 


où À est une constante. C’est une équation de cette forme qui 
servit de point de départ à Einstein et à de Sitter dans leurs 
théories de l'espace-temps courbe (Chapitre X). Si (28,4) est 
la loi exacte, il ne peut y avoir dans un espace-temps vide 
de matière, de régions qui soient rigoureusement euclidiennes ; 
seulement nous pouvons prendre À assez petit pour éviter tout 
conflit entre la théorie et l'expérience: 

L'invariant contracté G = g™°G,, a reçu le nom de « cour- 
bure » de l'espace-temps. Nous devons néanmoins signaler 
que les tenseurs (EEE et Bi donnent une mesure bien plus 
précise des divergences qui font que l'espace-temps n'est pas 
euclidien et la condition de courbure nulle n'exprime pas la 
planéité de l'Univers. 


29. Le champ d’une particule isolée. 


Nous allons maintenant chercher une solution particulière des 
équations (28,3), qui nous fera connaître le champ dû à une 


La est symétrique gauche en y 


et p (8 25). 


73 uA A 
il — gt 
(OR ANT A Ba qui s’annule car B ap 
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particule matérielle au repos à l'origine. Pour nous guider dans 
cette recherche nous allons essayer de déterminer a priori la 
forme de la solution que nous pouvons nous attendre à trou- 
ver. Il n'est pas nécessaire que ce raisonnement préliminaire 
soit rigoureux ; l'essentiel, c'est qu'il réussisse. 

On a l'intuition que l'expression de l'intervalle élémentaire 
pourra se mettre sous la forme : 


ds? = — e'dr? — e” (rd8? 4 rè sin? ide?) + e’de, 


À, w, Y étant des fonctions de r seulement, qui s'annulent à 
l'infini, de sorte qu'à grande distance de la particule, l'expres- 
sion de l'intervalle prend la même forme qu'en coordonnées 
polaires dans un espace-temps euclidien. 

Nous n'écrivons pas les termes rectangles dxdh, dædt, etc. 
pour tenir compte d'abord de la symétrie dans l'espace de la 
particule et de son champ, ensuite de la symétrie dans le temps 
de son histoire passée et future. 

On peut apporter une dernière simplification en posant 


ref — r? et en adoptant r comme coordonnée à la place de 
r. La modificalion qui en résulte pour dr? peut être compensée 
par le choix d’une nouvelle fonction À ; on peut donc faire dis- 


paraître le coefficient #* et finalement nous prendrons comme 
forme d'essai l'expression : 
à z ae fa 
ds —=— e dr? — r’d? — r° sin? hdo? + e de. (29,1) 


Il en résulte, en comparant cette expression avec la forme 
générale g,.dx,dæ, : 


5h = P; =), + = ey T= y e) 
} 5 2 sin° 9 v \ (29,2) 
Ju =— E s Ja = — M; Jis = — MSIN Y, Juy 52, ) 
et tous les g avec y. Æ y sont nuls. 
uv 
Le déterminant g se réduit à sa diagonale principale : 
-q= eT’ r sin? 8. (29,3) 


On a également 
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I 
g ET etei 


Les Tis s'annulant pour p#Ævy, il n’y a plus de sommation à 


effectuer dans les symboles à trois indices (19,2), et : 


~. oa [Tuo dya Guy 4 . 
fuy, s} = `I ( RETOUR M p (sans sommation). 


Nous obtenons donc les formules suivantes (la convention de 
sommation étant momentanément supprimée et p, y, o étant 
supposés différents) : 


dg 
F N == à PE Allen 
tb Hj — 2 ue dLy ? 
fup is I Guu 
PAUSE 27 y dLy 
(29,4) 
I DJ yv 


ju, ” _ yy Dy ? 


En utilisant (29,2) et en désignant par des accents la déri- 
vation par rapport à r, nous avons : 


pni ==Y, 
I 
fra, ——, 
i 
(13,3 = 
fih k= y 
a Vanne ; , 
20,5 
{22,1} = — re}, (29,5) 


{23,3} = cotg 0, 


{33,1} = — r sin? 8 e—}, 
{33,2} = — sin 0 cos 0, 
ARE =e. 


22 
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Les 31 autres symboles sont nuls. Signalons que 
fon a ea G o 


` 


Il n'y a aucune difficulté à porter ces valeurs dans (28,2), 
mais pour aider le lecteur, nous allons d’abord écrire les équa- 
tions (28,2) développées en nous abstenant de transcrire les 
223 termes qui, d’après ce qui précède, sont évidemment nuls : 


Gu =— g f} + frah rr, + f12,2} {12,2} 
+ f13,3} {13,3} A {14,4} frhot 
+ log Zg — fr, È log 7y = 0, 
Ga=— $ fa 1} + fa2;1} f21,3} ++ (28,3) (23,3) + r log V3 
— f22,1} log VZ g = 0, 
Ga = — 5 {33,1} — -5 {33,2} + 2 (33, 1} (31,3) + 2 {33,2} {32,3} 
— {33,1} Š log V Zg — $33,245 


log y= g = 0, 


30 
Gu = — Š fhor} + 2 fhr} nt — fhr} S log V— g =o, 
Ga = {13,3} {23,3} — 12,2} 2 -z log V— 9 —0. 

Les autres équations sont identiquement nulles. 


Portant dans les équations précédentes les valeurs tirées de 
(29,5) et de (29,3), il vient après simplification : 


Guy ENV HE 0, (29,61) 
Ga = 6? E -+ = r@—xX)] — i= 0, (29,62) 
Gas = sin? 9. e—} È DE r(—X) | — sin°4— 0, (29,63) 

eme (VE) = (2060 
G0 =o. (29,65) 


Nous pouvons laisser de côté l'équation (29,63) qui n'est 
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que la répétition de (29,62) ; nous avons donc trois équations 
(29,61), (29,62), (29,64), pour déterminer À et y. Les équa- 
tions (29,61) et (29,64) donnent X= —v’. Choisissons la solu- 
tion A= — v, puisque l'espace-temps ne pourra être euclidien 
à l'infini que si À et y s’y annulent ensemble. (29,62) donne 
alors : 


Posons ” = y : 


D'où en intégrant : 


y (29,7) 


2m étant une constante d'intégration. 
Toutes les équations sont satisfaites par cette solution. Par 
conséquent, l'expression : 


ds? — — — dr? — r°dt8— r? sin? 6 do? + ydë (29,8) 


à 2m à z B P : 
Où y = 1 ———est une solution particulière de la loi de gravi- 


tation d’Einstein. 


Cette solution donne un espace-temps euclidien à distance 
infinie de l'origine (= 1). Elle n’est singulière que pour lori- 
gine car y y devient infini. Comme c'est une singularité sta- 
tique et symétrique dans l'espace, on peut s'attendre à ce qu'elle 
corresponde à une particule unique en repos à l'origine. De 
plus, la constante d'intégration m étant arbitraire, cela permet 
d'expliquer que des particules de masses différentes puissent 


avoir des champs de force d’intensités différentes. 


30. Orbites planétaires. 


La trajectoire d’une particule libre dans un champ de gravi- 
tation est donnée par les équations d'une géodésique (20,4) : 


ces. ; dTy dry z 
=ar o} meda O (30,1) 
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Faisons d’abord a = 2 : 


car d’après (29,5) il est inutile de considérer les autres valeurs 
de p et de v. En remplaçant dans cette équation les symboles 
à trois indices par leurs valeurs tirées de (29,5), il vient : 
dr d8 { d 


2 
, -2 R P 
HA D Des sini (Z) =o. (30,2) 


Choisissons les coordonnées de telle sorte qu’à Pinstant ini- 
tial le point matériel se meuve dans le plan 8 — = ; alors à cet ins- 
tant initial Z= o, et cos b — o de sorte que $$ = o. La par- 
ticule continue donc à se mouvoir dans ce plan et nous pou- 
vons simplifier les autres équations en y faisant LES Les 


équations pour a = 1, 3, 4 s'écrivent : 


dèr 1 -, { dr \ PE a USN T= 
n (a) re (Z ahe nt Y FE = 0, (30,31) 


o e TTiRS Gata) 
dt . dr dt i 
Ts + y AL ; (30,33) 


Les deux dernières équations s'intègrent immédiatement et 
donnent : 


Dh, (30,41) 


$ 
da: 


ns c 
PE d ne , (30,42) 


h et c étant deux constantes d'intégration. 
À ces équations nous pouvons adjoindre l'équation (29,8) : 


DOC 


qui joue le rôle d’une intégrale d'énergie. 
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Eliminons dt et ds au moyen de (30,41) et de (30,42) : 


(+ dr \? Me -2= 
r2 QEU p 12 


D'où : 


{ h dr \Ÿ h? 2m ue 
beah a Cou Qu Mr 


I an A . . 
Posons u = z; cette dernière équation devient : 


du \* C?—1 , 2mu -= 
(F) A — = + + əmu’, (30,5) 


et en différentiant par rapport à 8 : 


la m 


a Up O (30,6) 


Rappelons que l'équation newtonienne de l'orbite est : 


du , m 


T T S S (30,7) 
31. Le mouvement du périhélie. 


Dans Lu - (30,6) le rapport des deux termes 3mu? et 
m 


-r est 3h?u?, qui d'après (30,41) est égal à : 


3 (r J 5 


Pour les vitesses ordinaires cette quantité est extrêmement 
petite — pratiquement trois fois le carré de la vitesse trans- 
versale de la planète (la vitesse de la onire étant prise pour 
unité). 

Par suite, l'orbite d'Einstein est presque identique à celle 
de Newton, la seule différence provenant du terme 3mu? qui 
n'apporte qu'une correction très petite ; de plus, la constante 
d'intégration m dans (30,6) se trouve maintenant à très peu 
près identique à la masse gravitationnelle m de la théorie de 
Newton dans (30,7). 

L'équation (30,5) peut, bien entendu, s'intégrer pan les 
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fonctions elliptiques ; il est plus simple cependant de partir de 
(30,6) et de procéder par approximations successives. Si l'on 
néglige le terme 3mu?, la solution est : 


u = f | 1 +e cos (p—m) | (OTT) 


comme dans la dynamique newtonienne. La constante w est 
la longitude du périhélie. 

Portons dans le terme correctif 3mu? cette valeur approchée 
de u. (30,6) devient alors : 


d'u 3m? 


UE A. UET h2 nH hi g Ir € cos (9 — 5) 
+ LEE [1 + cosa (p—w)]. (31,2) 
Parmi les termes additionnels très petits, le seul qui puisse 
avoir un effet appréciable est le terme en cos (o—x) qui a pré- 
cisément la période voulue pour produire un effet de résonance 


s'accusant sans cesse de plus en plus. Si nous nous souvenons 
qu'une intégrale particulière de : 


da 
A nt | 


est : 
= + Ao sin ọ, 
le terme en cos (o — x) donne un élément de la solution com- 
plète u : 
u = eo sin (o— 5). (31,3) 
Une solution plus approchée pour u sera donc : 


u = Fr | 1 + e cos (e —0) + =a = ge sin (p —w) | (31,4) 
+ |: + e cos (ọ — 5 — èm) | 


2 


3m 
hè 


où ĉo = ọ, eten négligeant ĉv?. 
Pendant que la planète effectue une révolution, le périhélie 


s'avance d'une fraction de tour complet égale à : 
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dw 3m? 3m tana? 
OREN o (31,5) 
ọ h? a(ı — e?) C?T?(1 — e?) à 


où T est la période planétaire et C la vitesse de la lumière 
que nous avons rétablie. 


4 


` z x m j3 
Pour une orbite circulaire = v? (ou en unités ordi- 


naires ), de sorte que nous avons : 


dm 3v2 
= (31,6) 
expression que nous avons signalée p. 153. 


32. La déviation de la lumière. 


Pour un mouvement se faisant avec la vitesse de la lumière 
ds=0 ; d'après (30,41) la constante h est donc infinie. Dans 
ce cas l'équation différentielle de l'orbite (30,6) prend la 
forme : 


as + u = mr. (52,1) 


La trajectoire suivie par une impulsion lumineuse est la 
même que celle d'une particule matérielle se mouvant avec la 
vitesse de la lumière — ou plus exactement, c’est la limite vers 
laquelle tend la trajectoire d'une particule matérielle quand sa 
vitesse tend vers celle de la lumière. Donc (32,1) est l'équa- 
tion d’un rayon lumineux. 

Nous pouvons intégrer par approximations successives ; une 
solution de l'équation approchée : 


d 
TAG. 
est la ligne droite : 
== 5 : (32,2) 


En portant cette valeur approchée dans le terme très petit 
3mu?, il vient : 


du 
mt u = R cos? 9. 


76 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 
Une intégrale particulière de cette équation est : 
= in? eo 
u, = =z (cos ọ + 2 sin? ọ). 


D'où la solution plus approchée : 


coso , m 


n hR (cos? o + 2 sin? +). (32,3) 


u= 


Multiplions les deux membres de cette solution par rR : 


m r?cos?g + 2r?sin? g 


R= r cos? + = , 


de sorte qu'en coordonnées cartésiennes l'équation du rayon 
lumineux s'écrit : 


m A+ 2y? 
s=R—§ ET (32,4) 
Le deuxième terme du membre de droite est l'expression de 
la légère déviation du rayon lumineux par rapport à la droite 
Pour trouver les asymptotes il suffit de prendre y très grand 
par rapport à x. L'équation devient alors : 


x=R + y. 


= L'angle des asymptotes, c'est-à-dire la déviation totale de la 
lumière à son passage dans le champ de gravitation est donc : 


4m 
comme nous avions dit p. 136. 


33. Le principe d'équivalence. 


L'énoncé du principe d'équivalence peut recevoir cette 
forme : les actions locales qui s'exercent entre les entités phy- 
siques d'un Univers courbe sont les mêmes que si ces entités 
se trouvaient dans l'Univers tangent. Si donc nous ramenons 
nos lois physiques aux interactions locales, autrement dit si 
nous les traduisons par des équations différentielles, elles seront 
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valables à la fois dans l’espace-temps courbe et dans l’espace- 
temps euclidien pour lequel elles avaient été primitivement for- 
mulées. 

Il devient donc impossible de distinguer expérimentalement 
une région courbe de petite étendue (contenant un champ de 
gravitation naturel) de la région plane tangente (dans laquelle 
le champ de force est « fictif »). Telle est la forme en quelque 
sorte vulgaire du principe. Son sens général est simple mais 
son application rigoureuse dépend de ce que nous entendons 
par région de petite étendue. 


Les équations différentielles Bee = o auxquelles satisfait 


l'espace-temps euclidien sont du deuxième ordre +: donc l'Uni- 
vers plan aura mêmes g,, et mêmes dérivées premières des g 


que l'Univers courbe auquel il est tangent, mais il en différera 
par leurs dérivées secondes. On peut s'attendre par suite à 
ce que toute loi physique exprimée par des équations différen- 
tielles ne contenant pas de dérivées d'un ordre supérieur au 
premier et qui s'applique à l’espace-temps euclidien, soit éga- 
lement valable dans l'espace-temps non euclidien. Il est clair, 
Je pense, que l'on ne peut considérer cette proposition comme 
une règle générale. Il peut y avoir des cas où les lois applica- 
bles à l'Univers paraissent ne pas contenir de dérivées secon- 
des parce que celles-ci n'entrent que par des combinaisons 
qui disparaissent en espace-temps euclidien, par exemple le 
tenseur de Riemann-Christoffel : il serait nécessaire dans ce cas 
particulier de rétablir le tenseur dans les équations générales. 

Nous devons nous contenter de laisser le principe d’équiva- 
lence sous forme de suggestion. — Beaucoup de phénomènes 
fondamentaux sont si simples que le tenseur de Riemann-Chris- 
toflel ne saurait entrer dans les équations qui les traduisent, 
de sorte que si nous n'avons aucune raison de penser que la 
courbure d'Univers peut agir sur eux, les lois que représen- 
tent ces équations et qui sont valables pour l'espace-temps 
euchdien sont absolument générales (+). 


(+) Le principe des dimensions est d’une application fréquente ; il se 
peut qu'il soit impossible d'introduire le tenseur de Riemann-Christoiiel 
dans l'équation sans y faire entrer également une nouvelle constante 
nécessaire pour rendre à l'équation son homogénéité physique primitive. 
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Pour montrer l'utilité de ces remarques, prenons comme 
exemple la détermination des équations générales d’une géodé- 


sique (1). Soit : 


D'après (21,1) : 


dx 
Tan D G À ? ! 
À, = de, \ ds J fwy, HT 


De là nous tirons : 


LLa 


LN T LS i 
A A, = + ju, Hi E p — — 


Ainsi le second membre de cette équation est un tenseur qui, 
r e Ed 7 r M T LLa 
en coordonnées galiléennes, se réduit à—y7— ; annuler ce tes- 


seur revient donc à écrire les équations d'une ligne droite ; 
c'est-à-dire d’une ligne de longueur stationnaire. L'expression 
(33,1) ne contient que les dérivées premières des g ; par con- 
séquent, si nous écrivons que cette expression est nulle, nous 
aurons l'équation générale de la ligne de longueur stationnaire 
pour n'importe quel genre d'espace. 

Cette démonstration est rigoureuse car elle est entièrement 
géométrique et nul élément inconnu n'entre dans la tran- 
sition qui nous fait passer de l'espace tangent à l’espace courbe. 
Si au contraire nous avions dit : — « On sait expérimentale- 
ment que la trajectoire d’une particule libre obéit à cette équa- 
tion tensorielle en coordonnées galiléennes ; la même équation 
donne donc la trajectoire d’une particule libre dans n'importe 
quel genre d’espace-temps » —, nous aurions fait l'hypothèse 
physique qu'une particule se meut sans tenir compte de la 
courbure d'Univers, comme si elle était à chaque instant dans 
l'Univers tangent. 

Nous nous servirons peu du principe d'équivalence dans 
notre discussion mathématique parce que nous procédons essen- 


(*) Cette démonstration peut remplacer celle que nous avons déjà don- 
née au $ 22. 
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tiellement par voie déductive. Nous partons d’une théorie de 
l'Univers dont nous suivons les conséquences expérimentales, 
de sorte que nous allons des lois générales aux lois particuliè- 
res. Mais si nous avions raisonné par induction en remontant 
des lois particulières découvertes expérimentalement aux lois 
générales, il nous aurait fallu un principe directeur que nous 
aurait précisément fourni le principe d'équivalence. 


34. Remarques. 


Si dans (29,8), nous remplaçons r par (r+m) l'équation 
devient approximativement : 


de == (+ 2%) (dre -+ redi + r’? sinode) + (1 —2") de 
e (: a (dt + dy + ds) + (à 24e, Br) 
en négligeant © © 


Cette solution a l'inconvénient de n'être qu'approchée, mais 
à certains égards les coordonnées auxquelles elle se rapporte 
sont plus al oi Ainsi, en un point quelconque, la vitesse 
de la lumière est représentée par une expression qui lui donne 
une même valeur quelle que soit la direction, et la longueur 
d'une règle courte exprimée en fonction des coordonnées est 
indépendante de son orientation. Le caractère dissymétrique des 
coordonnées (29,8) ne présente en réalité aucun inconvénient 
sérieux car toutes nos mesures sont faites sur la Terre où le rap- 


port — est négligeable. L'équation (34,1) ne donnerait pas 
le mouvement correct du périhélie de Mercure, parce que le 
degré d'approximation n'y est pas assez élevé ; le coefficient 


2 PM ___2m ) S 5 2m?dtt 
de dt? est en réalité (i: Fm) ce qui fournit un terme —5— 


qui est loin d'être négligeable dans l'explication du mouve- 
ment du périhélie (1). 


(1) En opérant dans (29,8) la substitution 


2 
m 
P= ri 
274 
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En comparant (30,6) avec les formules de la dynamique du 
point matériel, nous voyons que l'orbite d'Einstein est iden- 
tique à celle qui serait décrite sous l'effet d’une force inverse- 
ment proportionnelle au carré de la distance, à laquelle viendrait 
s'ajouter une force beaucoup plus petite variant en raison in- 
verse de la quatrième puissance de la distance. Cependant, il 
serait incorrect de dire que ces forces peuvent remplacer la 
loi de gravitation d'Einstein, car l'équation (30,6) ne donne 
que la forme de l'orbite ; la vitesse avec laquelle cette orbite 
est décrite diffère complètement dans les deux cas. 

Autant qu'il me semble, les hypothèses auxquelles nous 
avons fait appel dans la discussion actuelle sont les suivantes : 

1° La localisation des événements n'entre dans les phénomè- 
nes observables que par la relation d'Univers ds qui unit deux 
événements infiniment voisins. 

2° La loi de gravitation dans l'espace vide est Guy = 0. 


3° La ligne d'Univers d'une particule entièrement libre est 
une géodésique. 

4° La vitesse de la lumière est la « vitesse fondamentale » 
de sorte que dans fous les cas le rayon lumineux est donné par 
ds=0. 

On ne peut rien objecter à la première hypothèse qui est 
purement négative. Si l’on finissait par découvrir des phénomè- 
nes où la localisation des événements interviendrait sous une 
forme différente de celle que nous avons supposée, cela néces- 
siterait tout juste un supplément à notre exposé actuel mais 
ne pourrait modifier en rien le fond du raisonnement. La 
seconde hypothèse peut être remplacée par d’autres, mais ces 
autres font intervenir d'énormes complications. Les hypothè- 
ses (3) et (4) sont des générahisations faites sur des résultats 
expérimentaux avec l’aide du principe d'équivalence ; ce qui 


on obtient une expression du ds? qui est symétrique par rapport aux 
coordonnées d’espace : 


4 
ds? = — (: d a (dr? + m%d62 -+ r,? sin? 0 do?) + 
2r; 


et qui se réduit à (34,1) quand on néglige m2. 
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les rend probales c'est que l’on ne connaît pas d’autres hypo- 
thèses vraisemblables qui pourraient les remplacer. 

Dans les Sections IV et V nous conserverons l'hypothèse (1), 
mais nous retrouverons les autres hypothèses en partant du 
point de vue nouveau dont nous avons parlé au Chapitre XII. 
En aucun cas les hypothèses (2) et (3) ne sont indépendantes ; 
c'est à nous de trouver la relation qui les unit et c'est cette 
relation qui constitue la base de la mécanique de la relativité. 


SECTION IV. 


MÉCANIQUE DE LA RELATIVITÉ. 


35. Le tenseur symétrique gauche du quatrième 
ordre. 


Un tenseur est dit symétrique gauche quand : 


AA. 
vu py 
a £ s A 
Dans ce cas, A, À,,, A33, À,, doivent évidemment être 
nuls. 


Considérons un tenseur du quatrième ordre Ty qui soit 
symétrique gauche pour tous ses indices pris deux à deux. 
Toute composante de ce tenseur ayant deux indices égaux est 
évidemment nulle ; les seules composantes qui subsistent, sont 
celles pour lesquelles les indices «, $, y, è, sont tous différents, 
et ces composantes sont obtenues en faisant varier d'une ma- 
nière arbitraire l'ordre des nombres 1, 2, 3, 4. On peut pas- 
ser de El#%# à Pune quelconque des autres composantes en 
effectuant un certain nombre de permutations des indices deux 
à deux, chacune d'elles ayant simplement pour effet de chan- 
ger le signe. Si nous écrivons E à la place de El?%, chacune 
des 256 composantes du tenseur ne pourra prendre que l’une 
des trois valeurs : 


HE, Zo, ,—E. 
Nous écrirons : 


FE. 
abyd (35,1) 


où Epy — © si les indices ne sont pas tous différents, 
i 


= +1 sila permutation des indices est paire par 
rapport à l’ordre naturel 1, 2, 3, 4, 


——1  sicette permutation est impaire. 


E £ 
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E n'est pas un invariant ; sgp D est donc pas un tenseur. 


Ce coefficient est particulièrement utile dans l'étude des déter- 
minants. Si | ky | désigne un déterminant formé des éléments 


k „ (qui ne forment pas nécessairement un tenseur), nous 


avons : 


k, 


dG 


ASE LP | = Euy etro a gepa ; (35,2) 
car un terme quelconque du déterminant est le produit de qua- 
tre facteurs obtenus en prenant un élément et un seul dans 
chaque ligne (a, B, y, à différents) et chaque colonne (e, É, n, 8 
différents) et en affectant ce produit du coefficient +1 ou —1 
suivant que les permutations formées par les rangs des lignes 
et des colonnes auxquelles appartiennent ces éléments dans Por- 
dre où ils sont pris sont de même classe où sont de classes 
différentes. 
Remarquons que : 


a=k (35,31) 


Les deux déterminants les plus importants sont le déterminant 
fondamental g et le jacobien de la transformation : 


i= A E CR E 
(L La, AE) | 
D’après (35,2) : 
4lg= E apy eeno aI BI 09 96? (35,32) 
L'a ILY Ly ITA 
M Ze O A a 


abyd eEn0 Da, dag En ITY 
Nous allons montrer que : 

g=Ÿg". 
D'après (35,32) et (35,33) nous avons : 


0L', OXE Oey OAA 
(4 DJS D — € e r 3 > 3 2 5 Yy 5 Q T 
P I abyd zeno PA’ geI paT 90° uxdu véom dL, Ly IL) dy 


d'y Ly ILY DL’ 


(35,4) 


E (> G a —— 
potu gypa Lo Lo dEr Ly 
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Il y a dans le membre de droite environ 280 trillions de ter- 
mes et nous allons ordonner ceux qui ne sont pas nuls. Consi- 
dérons le produit 


dDL'y ILE L'o Vlr 


dL, dE DL) Ly, 


Si l'on ne tient pas compte des termes qui s'annulent, les 
lettres y E ow représentent les mêmes quatre indices que « $ y à 
mais disposés dans un ordre différent. Si nous opérons des 
changements d'ordre de façon à rendre la permutation y Ẹ o w 
identique à la permutation « $ y è, les indices des dénomina- 
teurs forment une nouvelle permutation à k lm et l'on a : 


Guda OUPS GEL oure DDR AEH OL OT 
Aa = I (35,41) 
dL, dLy DD) dy Ie OL OL Dn 
eri 
abyd ou — “kow iklm (35,42) 


le nombre des permutations deux à deux des différents indices 
des numérateurs étant égal au nombre des permutations deux 
à deux des différents indices des dénominateurs (1). 

En opérant de même sur les quatre derniers termes, (35,4) 
devient : 


y DLP Ly IVF 


DPP =g Ip: g 


€ 
aT do uE Eom vom ilelm Li Lk L] m 


, 


L'e dLE L'y ILA 


Æ , € € — m 
pto gypa rstu 22, dLş DLE Dru 
Mais d'après (15,22) 


, La Le 7 
I: Li dLr = 


paiay” — (hi 1\e & 
(A Deg = (4) iklm rstul ir9 ksT UT mu 
= (4!)g d'après (35,32), 
CŒ) Tout coefficient e est égal à son inverse de sorte que (35,42) peut 


prendre différentes formes ; nous choisirons celle qui ne fera apparaître 
aucun indice trois fois quand on effectuera la substitution dans (35,4). 
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ce qui démontre bien le théorème. 


ab K 3 
Revenons au tenseur E“ ; sa loi de transformation est : 


Multiplions les deux membres de cette relation pare; il 
HVGT 


vient, en tenant compte de (25,1) : 


, , ; 
; d'y dy Mg dr 


"usa: poz — uvor afy0 dy LY dLy ILF 


ce qui, d'après (35,31) et (35,33), s'écrit : 
E =JE. (35,5) 
E n'est donc pas un invariant. 
Mais on voit immédiatement que : 


ab) peng 
E E TaT OT yn T0 


est un invariant qui est égal à : 


Fee ste, TaI 8 Iyn 36 


= 4! Eg daprès (35,32). 3 
Il en résulte que E?g est un invariant : 
E?g = E”?g' = EJ?g d'après (35,5) (35,6) 
ce qui démontre d'une autre manière que : 
gy (35,7) 
36. Densité tensorielle. 


Désignons par dr l'élément de « volume » (+) dr,dr,dr, dx, ; 


(1) M. Langevin, dans ses leçons sur la Relativité au Collège de France 
(1921), fait usage de la nomenclature suivante : une portion finie ou infi- 
nie de la multiplicité à quatre dimensions qui constitue notre Univers, 
est appelée un « domaine d’Univers »; les multiplicités à trois, deux ou 
une dimensions, qui y sont contenues sont respectivement des « volumes, 
surfaces ou lignes d'Univers ». 

(Note du Trad.). 
23 
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la formule connue du changement de variables des intégrales 
multiples donne pour un volume infiniment petit : 


dr = Jdr (36,1) 
= V L dr d'après (35,7) 

de sorte que : 
V—g d’ = y—g dr; (36,2) 


V—g dr est donc un invariant pour l'intégration de volume. 
Nous ne devons pas oublier que (36,1) a un sens un peu spé- 
cial et que le signe « = » signifie « est remplaçable sous le 
signe somme par ). 

Si nous comparons (36,2) et (35,6) nous voyons que dr se 
comporte dans la transformation comme E ; dt peut donc être 
regardé comme un tenseur symétrique gauche du quatrième 
ordre. 

Pour donner de l'invariant ÿ—g d l'interprétation la plus 
simple, choisissons des coordonnées galiléennes au point con- 
sidéré : : 

V—g dr = dz dy dz dt. 


Pour un observateur au repos par rapport à ces coordon- 
nées, dx dy dz est son élément de volume à trois dimensions 
dV, et dt son temps propre ds ; donc dans une intégration 
de volume : 


y— g dr = d Vds. 
Pour tout tenseur T,, faisant partie d’un champ tensoriel, 


Pintégrale : 
À T,, V=9 (36,3) 


prise entre des limites définies d’une manière absolue, sera 


elle-même un tenseur à cause de l’invariance de y— g dr. Cha- 
que maille du système de coordonnées (dx, = dz, = dx, = dz, = 1) 
fournit un élément Tus ÿ— g de ce tenseur. C'est la raison pour 


laquelle l'expression ie y— g a reçu le nom de densité tenso- 
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rielle ; cest là évidemment la généralisation correcte du terme 
densité ; notre unité de volume doit être la maille dont les 
arêtes ont des « longueurs » unités par rapport aux coordon- 
nées dont on se sert réellement. Il se peut que parfois nous 
préférions prendre comme étalon le volume exprimé en coor- 
données galiléennes, mais cette préférence absolument arbi- 
traire a pour effet de jeter la confusion au milieu de nos coor- 
données. 

La densité tensorielle s'obtient toujours en multipliant le 


tenseur par yV— g- 
Dans la théorie que nous allons exposer, les densités ten- 
sorielles sont plus importantes que les tenseurs eux-mêmes. 


Souvent, dans nos formules, nous rencontrerons le facteur y—g; 
il nous indiquera que leur signification physique se rapporte 
plutôt à la densité tensorielle qu'au tenseur. 

Dans tout espace, il est toujours possible de choisir les coor- 


données de façon qu'en tous points y— g = 1; si en effet trois 
des familles de surfaces coordonnées ont été menées d'une 
manière arbitraire, on peut toujours tracer la quatrième de 
façon à définir des mailles ayant toutes le même volume. Avec 
ce choix de coordonnées, tenseurs et densités tensorielles devien- 
nent équivalents et le calcul s’en trouve bien souvent très sim- 
plifié ; cependant cette particularisation nuit à la clarté du 


2 F 


sens général. 


37. Divergence d’un tenseur. 


Dans la théorie élémentaire des vecteurs, la divergence : 


Kaa Y 2Z 
DC dy dZ 


est une quantité importante qu'il nous est possible d'interpré- 
ter géométriquement. Dans notre notation symbolique cette 
expression prend la forme : 
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Evidemment si nous voulons généraliser, il nous faut prendre 
les dérivées covariantes ; d’où l'invariant 
AF 


LL 


La divergence correspond donc à la dérivée covariante con- 
tractée. 


D'après (21,2) : 


IAF 
Al, = ET —+- fep, ui À 
dAH € 2 j f f 
z n + À ES log y— g d’après (26,4) 
dAU LOI à A 
Lu a A V=— g Ly \ g 
n> g d e — À 
ONG dy (a V— 9}. (3731) 


Si nous désignons les densités tensorielles par les lettres de 
ronde correspondantes, ceci peut s'écrire : 


De même la divergence d’un tenseur mixte est : 


ae 5 An t fav, v} Az — fuv, a} A» , d'après (23,2). 


Les deux premiers termes se réduisent comme précédem- 
ment à : 


—— (A; V59). 


Ep 


Le troisième terme donne : 


Quand AP est un tenseur symétrique, deux des termes de la 
parenthèse disparaissent dans la sommation, et il reste : 
1 gg AP. 


2 dx, 
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Ainsi : 
y AT 2 » Jm 1 {af Jap ; 
Aaa a AV) a A En) 


ou d’après (26,2) : 


Vent I d D nn) 1 agep » 
Aus = = (A Vos) A a (874) 


La divergence d'un tenseur contrevariant est : 


d 


AP = (AP V5) + fer, A. (87,5) 


V—g ?2 


Pour un tenseur symétrique gauche le dernier terme dispa- 
raît, et : 


y à uy 
nE EPSA E T 


En introduisant la densité tensorielle nous avons les formu- 
les relativement simples : 


Jo À y I ap “Ieg ne 
p = A Jo Idy (tenseurs symétriques), (37,7) 
2 : i 
W = l oE” (tenseurs symétriques gauches). (37,8) 


dE, 


38. Les quatre identités. 


Nous allons maintenant démontrer le théorème fondamental 
de la mécanique. 


La divergence de G——gG est identiquement nulle. (38) 


Comme en hydrodynamique, annuler la divergence, c’est 
écrire la condition de continuilé du flux. Si nous tenons compte 
du fait que nous avons ajouté une coordonnée de temps, c'est 
la condition de conservation ou de permanence que l’on obtient. 
Nous verrons combien il est important pour une théorie d'un 
Univers matériel de trouver un tenseur d'Univers qui, par sa 
nature même, soit permanent. 

Il serait possible, je crois, de donner une démonstration géo- 
métrique du ihéorème en reprenant et en développant les idées 
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exposées au $ 24 ; malheureusement je n'al pas réussi à donner 
au tenseur G „ une signification claire, et je dois me conten- 
ter de faire de cette proposition une vulgaire vérification ana- 
lytique. 

Comme y”, se comporte comme une constante dans la dif- 
férentiation covariante, 


2G dG 


v pue An — 
(6), =F; dE, dry r 


Nous devons donc vérifier que : 


@ Pn I dG 
my 2 a 2 


(38,1) 


en faisant successivement p=1, 2, 3, 4, on obtient les qua- 
tre identités dont nous avons signalé l'existence au Chapi- 


tre IX. D'après (37,4) : 


Comme G — gŸG 


ar al g EGG É 
=- RA EOE AET EE, 
2 Ly 2 Ty 2 ap à. 


Nous avons donc à démontrer que : 


LC) of ep spl p r ; 
V—g y (Ge y g)= 2 9 + (38,2) 


Choisissons maintenant nos coordonnées de telle sorte que : 
(a V2 en tout point ; 
Du 


(b} les dérivées premières — s’annulent au point considéré. 


Te 


Comme (38) est une équation tensorielle, il suffit de prouver 
qu'elle est vraie pour un système de coordonnées particulier ; 
elle sera alors vraie pour tous les systèmes de coordonnées que 
l'on pourra mener dans le genre d'espace-temps envisagé. Mais, 
comme nous voulons démontrer qu'elle est vraie universelle- 
ment, nous devons avoir soin de choisir des coordonnées qui 
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ne particularisent en rien le genre d'espace-temps. Or, préci- 
sément, les conditions (a) et (b) peuvent être remplies dans 
n'importe quel genre d'espace-temps. 

D'après (a) le premier membre de (38,2) s'écrit : 


d D À d Bam 
= G” = G“ ZI (g*G o 
Dn PE dx F dP u up 


2G 
— ge 2E à cause de (b) 
=g” AE en permutant « et f. 


On peut donc écrire (38,2) : 


ul 2Gy Guy 
auy #( LS RME aA ER (38,3) 


UF 
, Za oeg Ty 


2 


Substituons à G „g ete. , leurs valeurs tirées de (28,2) où Fon 


a supprimé les termes contenant log V—g en facteur, d’ après 
(a). D'après (b) les symboles à trois indices s’annulent au point 
considéré mais leurs dérivées ne s’y annulent pas. Ainsi le 
premier terme seul subsiste dans (28,2) quand on fait la substi- 
tution dans ( Pik et cette dernière expression devient : 


sl, CE (,,n 2? { 0? f Cr 
2% Er (eB, ef + LGL jea e} — Lpg (S) 


sR » e ETS 5) 
Á DLydLe | ILB Ly, Ly , 


O oxgote \ dLa Ly ITY 
2? Juy , IBY y, gag 
XXe \ 028 © dLa dx J| 


car on voit que, à cause de (b), g” se comporte comme une 
constante à l'égard de la double différentiation. 

Huit des neuf termes du crochet se détruisent deux à deux 
soit directement, soit après changement d'indices muets ; fina- 
lement, il ne reste que le dernier terme : 

1 aß ye Vab 


4 J DLL IL 
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I 2? aß Gub , Ne 
= re RTS (s FE ) d'après (b) 


t I z d (log g) ; Ne 7 
=—7 g Room d’après (26,3) 


= 0 


puisque g=—1 en tout point. Le théorème se trouve donc 
démontré. 


39. Le tenseur d’énergie matériel. 


Soit p, la densité rapportée à un système de coordonnées 


galiléennes attaché à la matière et emporté dans son mouve- 
ment ; nous appellerons pọ la « densité propre » ; c'est un 


; ; re = … d£, ; 
invariant caractéristique de la matière. Soit ——— la vitesse 
as 


de la matière dans un système de coordonnées quelconque ; 
posons 


day dx, 


Tr (9,1) 


le deuxième membre étant manifestement un tenseur contreva- 
riant. 


En coordonnées galiléennes (se déplaçant avec une vitesse 
quelconque), la densité coordonnée p est donnée par : 


P == ff (FY , (39,15) 


c 9 dt J 9 
le facteur de contraction de Fitzgerald -2— s'introduisant de 


deux manières différentes : une fois par suite du changement 
de la masse avec la vitesse, et une deuxième fois à cause de 
la contraction du volume (p. 180). 

Par suite, en coordonnées gahléennes : 


D he (99,2 


Si u, v, w sont les composantes de la vitesse de la matière, 
ce tenseur se développe comme il suit : 


ge me 
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uY = 
TH = ou’, puw, puw, ou, (39,3) 
>e ovu, ou?, PVW, o0, 
Ÿ 
y pwu, pwU, pw’, ow, 
ou, ev, ow, 3: 


La matière possédant une structure atomique, un volume que 
lon peut regarder comme petit dans un raisonnement macros- 
copique, contient des particules dont les vitesses ont des orien- 
tations extrêmement différentes ; chacun des éléments de (39,3) 
devrait donc être sommé pour tous ces différents mouvements. 
Ou bien alors nous pouvons diviser le tenseur en deux parties, 
une première se rapportant au mouvement moyen, c'est-à-dire 
au mouvement d'ensemble de la matière — cette vitesse d'en- 
semble étant u, v, w —, la seconde aux mouvements internes 
par rapport au centre d'inertie et de composantes uz, v,, W, (1). 
Les termes rectangles s’annulent puisque les vitesse internes 


sont relatives au centre d'inertie. Vouw, représente la quan- 
tité de mouvement parallèle à u qui traverse par unité de temps 
l'unité d’aire normale à l'axe y ; cette expression est donc égale 
à la tension interne Pay Nous devons donc ajouter à (39,3) le 
tenseur ayant pour éléments les tensions internes et bordé de 


zéros selon sa dernière ligne et sa dernière colonne. 
Îl est plus commode d'introduire le tenseur mixte associé (°) : 


T,= =P mie e A ~ Pyg PVW, pu, (39,4) 

TE Poa O P O e 

> —pPrs PUV, —pys— PVW, —Pss— pU, pw, 
—pu, —ov, —ow, o. 


Cette collection assez variée de quantités physiques associées 
à un fragment de matière, est ce que l'on appelle son tenseur 
d'énergie. z 


(2) Au sens de la mécanique ordinaire, cette vitesse interne par rapport 
au centre d'inertie est la différence géométrique entre la vitesse vraie au 
point considéré et la vitesse d'ensemble. 

(2) Par exemple Ta! = gaT = o — T!? + o + o, pour des valeurs gali- 
Iéennes des g. 
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Considérons les équations : 


— T? = o. (39,5) 


2, P 
Prenons w égal à 4 ; il vient d’après (39,4) : 
29 


++ 4h, (39,6) 


(pu) 
dL 


qui n'est autre que l'équation de continuité en hydrodynami- 
que. En prenant maintenant = 1, nous obtenons : 


prr war a — 1e. 2(puv) io) (pu) 
rc dt ae he el Le dy ae 


f. ou du du 
TenF saen v A 
pju RE 5e T0 


en tenant compte de (39,6) qui annule les autres termes : 


Da /9 
= p-r (: 


où est l'accélération de la matière. 

C'est l'équation bien connue du mouvement d’un fluide non 
soumis à l’action d'un champ de force. Les équations (39,5) 
sont donc équivalentes aux équations habituelles de l'hydro- 
dynamique (ou à celles de la théorie des gaz), équations qui 
expriment la conservation de la masse et de la quantité de mou- 


y 


x oT 
vement. En fait 


exprime la variation changée de signe 


de la quantié de mouvement et la variation de la masse. 
Quand il y a un champ de force, on introduit les compo- 
santes de la force sur l'unité de volume pX, oY, pZ, et les 
équations hydrodynamiques prennent alors la forme : 
ai, 
—=— (X, pY, pZ, 0). (39,8) 


dy 


40. La loi de gravitation dans la matière continue. 


En coordonnées galiléennes, le champ de force disparaît, de 
sorte que : 
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DIF 


dy 


symbolise rigoureusement les équations habituelles de l’hydro- 
dynamique en coordonnées galiléennes. C’est évidemment là 
le cas particulier de l'équation tensorielle générale : 


DE (40,1) 


qui exprime que la divergence du tenseur d'énergie est nulle. 

Dans l'hypothèse où l'énergie, les tensions et les quantités de 
mouvement sont des propriétés de l'espace-temps et non des 
caractères relatifs à quelque substance, le tenseur d'énergie doit 
être regardé comme un tenseur d'Univers, c'est-à-dire un des 
termes de la série des tenseurs fondamentaux que l’on peut 
faire dériver des g, Le fait qu'il a une divergence nulle nous 


en : 2 I a 
conduit à l'identifier avec le tenseur G, —— de G qui, nous 


l'avons vu au $ 38, possède la même propriété. 
En conséquence nous posons : 


G; =. + I, G = — 8T, : (40,2) 


le facteur 8x étant introduit, comme nous le verrons plus loin 
($ 43) pour rendre cohérentes les unités employées. 


Contractons (40,2) en y faisant y — u ; comme I; = 4, nous 


obtenons : 
G = 8T. (40,3) 


Une forme équivalente de (40,2) est donc 
C8 (T Lg, T}: (ho,4) 


C'est la loi de gravitation dans la matière continue ; elle 
relie les potentiels des champs de force à la densité et autres 
propriétés mesurables de la matière présente. Elle correspond 
à l'équation Ag —— 4re de la théorie newtonienne. Nous ne 
la regardons pas ici comme une loi de la nature, mais comme 
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une définition de la signification que nous attribuons à la masse, 
à la quantité de mouvement, aux tensions, etc., dans notre 
description géométrique de l'Univers. L'identification a été faite 
de telle sorte que l'équation (40,1) soit satistaile et que, par 
conséquent, les lois de l'hydrodynamique et de la théorie des 
gaz soient également vérifiées. 


x RE £ 9 £ 2 Dhs. 28 
De plus, là où il n'y a pas de tenseur d'énergie G, = 0, 
d’après (40,4). Ceci donne G = 0 pour un espace vide ; c'est 


ce que nous avions admis dans la Section TI. 


Le scalaire Ta TA 
dey d£; se 3 
= f € `y \ 
A a eds d'après (39,1) 
=} 


de sorte que : 
102 (40,5) 


L'invariant d'Univers G est ce que Fon appelle la courbure 
de Gauss, ou plus simplement la courbure. Pour comprendre 
sa signification géométrique, considérons une surface tracée 
dans un espace euclidien à cinq dimensions, surface dont nous 
rapportons l'équation aux lignes de courbure passant par un 
de ses points et à la normale en ce point. Cette équation est 
de la forme 


27 = kæ? + kæ? + kæ? + kæ + termes de puissances 
supérieures, 


où kı, ka, ka, k, sont les inverses des rayons de courbure prin- 
cipaux. Nous avons (1) : 


— d? = da + dg? + dx + dx} + dx 
= (1 + kêz?) def + ... L ok,kx;x,dx,dx, + … 


Au moyen de cette expression nous pouvons facilement cal- 


(7) Le signe moins de ds? provient de ce que nous regardons x,, £3, 
Ty» Z4, Z, comme des coordonnées d'espace. 
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culer les symboles à trois indices, etc., de là déterminer G, 


puis G. Le résultat est : 
G—o(kk, + kiks + kik, + kaks + kak, + kesk,). (40,6) 


Dans le cas de trois dimensions où il n’y a que deux rayons 
de courbure, le produit k, k, est connu sous le nom de cour- 
bure totale ou courbure de Gauss. L'invariant G n'est autre 
qu'une généralisation de ce cas particulier. 

Si par exemple, nous avons un espace sphérique de rayon R, 
le temps étant supposé rectiligne, c'est-à-dire à courbure nulle, 


CE 

Ce résultat ajouté à l'équation (40,5) donne la relation entre 
le rayon de courbure de l'espace et la densité de la matière. 
Jusqu'ici, nous n'avons pas spécifié les unités dont nous devons 
nous servir dans la mesure de », ; au $ 43 nous montrerons 
que ce sont les unités gravitationnelles que Fon doit employer 
à cel effet (c'est-à-dire un système d'unités où la constante de 
gravitation et la vitesse de la lumière sont toutes les deux éga- 
les à l'unité). 

Einstein et de Sitter obtiennent un Univers courbe et fini en 
prenant à la place de (40,2) : 


Ps TG — 2) = —8T, , (40,7) 


è 


où À est une constante; cette modification n'empêche pas la 
divergence du premier membre d'être nulle; par suite, les lois 
de conservation restent encore vérifiées. 


41. La force. 
D'après $ 37 : 


p — = -a (T, V5g) — fev 4 Ty 
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Choisissons les coordonnées de telle sorte que y= g =1 (:}, 
(40,1) devient : 


am Tan dj Ta. 

Dans la plupart des applications, la vitesse de la matière n'est 
qu'une faible fraction de la vitesse de la lumière de sorte que, 
dans le deuxième membre de la dernière équation, la compo- 


sante T{ est très grande par rapport aux autres composantes 
de T”. D'où, approximativement : 


D 


ri H LV 
Ty p = fuh, li = luh, ht pe (41,1) 


En comparant avec (39,8) nous voyons que 
"A x; ons, ie — Z= ITAA, 124, 4f, 334 ,4f. 


Les symboles à trois indices peuvent donc s'interpréter 
comme les composantes d’une force. Les trois forces dont nous 
venons de parler, ce sont les forces principales proportionnel- 
les à la masse ou à l'énergie ; mais il en existe d’autres que 
néglige la mécanique newtonienne, et qui sont produites par la 
quantité de mouvement et les tensions formant les autres com- 
posantes du tenseur d'énergie. 


Nous pouvons nous servir de l’autre forme (37,3) de T’, » 


[ay 


qui donne : 
se 1 mab 948 
T => T" — . ( 
dy u 5 à Ly (41,2) 
1 dii 5 . 
_— > £ SEE © approximativement. 
Donc 
Y EN, 1 dJi 1 du (hr 9 
X,Y,Z = D asa 3 k i r (41,9) 


(+) On peut éviter cette limitation en regardant la densité, les tensions, 
les quantités de mouvements, etc., comme définissant une densité tensorielle 
et non un tenseur. 
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En particulier si X, Y, Z dérivent d’un potentiel Q, la solu- 


tion de (41,3) est : 
Q = — > gu + Cr. 


On peut appliquer ces considérations au calcul de l'élément 
linéaire dans un champ de force centrifuge (9,4), le potentiel 
de la force centrifuge étant © = —w* (x? + y”). 

En choisissant les coordonnées de façon qu'à l'infini @ —0 
et aa =I, 


Gr =i AÙ (41,4) 


x 


Comme cas particulier on peut supposer le champ dû à une 
particule de masse gravitationnelle m à une distance r : 


2m 
Ju = 1 — 


E 


comme en (29,8). 


42. Dynamique du point matériel. 


En faisant passer en haut l'indice y, nous pouvons écrire 
l'équation T’, =o sous la forme équivalente T° = o ; puis, 
d'après (37,5) : 


2 


Tr, 


(T#* V=—39) = — fav, p} T "ET 


Intégrons cette équation pour un « volume » très petit à 
quatre dimensions. On peut effectuer immédiatement une pre- 
mière intégration sur le premier membre et écrire : 


LL Ea tenan 
ie Je NE V= 3 dadr,dæ, + … + J 


= | f f fps T? yga: (42,1) 
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Supposons que dans le volume d'intégration il n’y ait qu'une 
simple particule et que par suite le tenseur d'énergie soit nul 
en tout point de ce volume, sauf sur une certaine ligne — la 
ligne d'Univers de la particule (1). 

Or d'après (39,1) : 


et d'après (36,3) 


SSS Se= r= f fS fedi 


== mds, 
où ds est la longueur généralisée de l'arc de ligne d'Univers 


contenu à l’intérieur du domaine d'intégration, et m= | Je av 


la masse calculée en partant de la densité et du volume mesu- 
rés par un observateur fixe par rapport à la particule, c'est- 
à-dire la masse au repos ou « masse propre » de cette parti- 
cule. 

Si le domaine d'intégration est très petit, le deuxième membre 
de (42,1) devient : 


— fep, pl g g mas. (42,2) 


Au premier membre, les intégrales triples étendues à la mul- 
tiplicité à trois dimensions limitant le volume à quatre dimen- 
sions, s annulent partout sauf aux deux points où la ligne d'Uni- 
vers de la particule coupe cette multiplicité. Pour simplifier, 
prenons, au voisinage de chacun de ces points d'intersection, 
pour « surface » limitant notre volume, un continuum de la 
forme x, =C*, de sorte que des quatre intégrales triples, il 
ne reste que la première. Le premier membre de (42,1) devient 
donc l'expression : 


(+) Rigoureusement, cette ligne d'Univers est plutôt une sorte de filament 
quadridimensionnel dont les sections tridimensionnelles d'espace ne sont 
pas nulles, puisque la particule, si petite soit-elle, a un volume que nous 
ne saurions négliger. 


(Note du Trad.). 
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d 
| Ti _ Ja Po V— Zg dd | (42,3) 


dont il faut prendre la différence des valeurs pour les deux 
« surfaces » limites. 
Dans chaque élément d'intégration nous pouvons remplacer : 


dVds 
ds 


=. des dx,dx,dæ, par 


— dV daprès (36,3). 


Donc (42,3) devient : 


Po dr | 
ds | 
Le crochet indiquant que l'on doit prendre la différence des 


valeurs prises par la quantité qu'il contient aux deux limites, 
l'expression précédente peut s'écrire : 


= (n © 2i he, (42,4) 


où ds est comme en (42,2) la longueur généralisée de l'arc de 
ligne d'Univers compris entre les deux limites. 
Notre équation (42,1) devient donc : 


df Lae , Iu dæ 


Te (ri Le +m CICR p } TE EA = 0, (42,5) 


formule qui donne le taux de variation de la quantité de mouve- 
ment et de la masse (ou énergie) de la particule. 
De (42,5) on peut encore déduire : 


CE g day ; ; dLa dæg 
MF ry ds ds \" ds ) ALL Toy jap, b} ds ds ds 
. dx, dx, dx 
= — m (ef, T7 _ 
D Gy drey dt dxa 
SAE d2y ds ds ds 
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En ajoutant membre à membre à cette équation la même 
équation où l'on a permuté x et y, on obtient : 


d£y d (P LEE deu d DE 
Cr ds ds A T I, v” ds ds ds 
Lz ae" Gi 
FE er 
ce qui donne : 
d dry dzy ie 
ds Juy ds d. M O 
Mais : 
dÈy, dx, EE 
Tu ds ds - 
d'où l'équation : 
dm? 
ils mo (42,6) 


qui nous montre que la masse au repos d'une particule est 
constante ; les équations (42,5) se réduisent maintenant aux 
équations (20,4) d'une géodésique. 

La loi d'après laquelle un point matériel libre a pour tra- 
jectoire une géodésique et pour masse au repos une constante, 
apparaît donc comme une conséquence de la loi de gravitation 
(40,2), et non comme une hypothèse indépendante. On peut 
remarquer également que, tandis qu'au $ 29 nous avons dû 
attribuer des propriétés symétriques à la particule, nous avons 
fait ici la seule hypothèse que le volume occupé était petit. 


43. Identité de la masse gravitationnelle et de la 
masse d'inertie. 


L'expression « masse gravitationnelle » peut avoir deux sens 
différents suivant qu'on l’applique (a) à la façon dont une par- 
ticule répond au champ de gravitation qui la sollicite, (b) à 
la propriété que possède cette particule de créer elle-même un 
champ de gravitation. L'identité de la masse gravitationnelle 
prise dans son sens (a) et de l'inertie est, dans cette théorie, 
considérée comme un axiome puisqu'on ne peut faire aucune 
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distinction entre un champ de gravitation et un champ d'iner- 
tie. Aussi nous sommes-nous servis de l'expression avec son 
sens (b) quand nous avons montré, par exemple, que la cons- 
tante d'intégration m des $$ 29-31 représentait la masse gravi- 
tationnelle. La masse qui intervient dans la signification phy- 
Yy 
VA 


sique du tenseur d'énergie T’, est la masse d'inertie, définie 
par la conservation de l'énergie et de la quantité de mouve- 
ment. La connexion entre la masse gravitationnelle et la masse 
d'inertie est faite par la loi de gravitation (40,2) où le coeffi- 
cient de proportionnalité, actuellement choisi d'une manière 
arbitraire égal à 8x, correspond à la constante newlonienne 
de gravitation. 

La proportionnalité de la masse gravitationnelle et de la 
masse d'inertie, et la « constante de gravitation » qui les unit, 
sont des conceptions appartenant à la théorie approchée de 
Newton ; elles supposent, par conséquent, que les champs de 
gravitation sont assez faibles pour que les équations devien- 
nent linéaires. Pour des champs plus intenses, la terminologie 
newtonienne devient ambiguë et il est inutile de se demander 
si la constante de gravitation est réellement une constante, si 
grande que soit la masse. Aussi examinerons-nous ici le cas 
limite de champs extrêmement faibles. Posons : 

(Fan == Ge —- ly , 


uv D 
CS 7, ss ` 
où è, sont les valeurs galiléennes et de des quantités très 


petites dont les carrés seront négligés. Avec ce degré d'ap- 
proximation : 


= — U g. = — 
Es DL f Xw Fa DL DE, log y g 
na mho) ,45 (Plus , disg dius \ 0 NA Dhab 
= 1} NON, APS MAX Pr RE LEE Pal p Ta i 
ITA (2s, ' dry dp) 2 2, \” 02, 
en tenant compte de (26,3), 
224“ 224“ 2 
mt C L rit E a) 
2 TE, 2 LOL 2 E DE D TU, 
` r 


puisque 4“ == oy = 3 h g au degré d’approximation admis. 
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Voyons s’il est possible de choisir des coordonnées telles que : 


DL ee GOT EE (43,2) 


Avec cette hypothèse (43,1) se réduit à : 


T5 Dhuy 
=-0 hp d’après (23,65). 
Nous avons donc : 
g pu = 2G (43,3) 


avec la condition (43,2). 


nY . 
Comme les © sont des constantes, 


{ 2 I ou eis ~Z I og 
B. (Aa — r ahl =a GR AC 
D'où 
2 a ji dh \ à (72 I ag 
0 E la ENT u. J TF Ty O (h; Gg p Dy h) 
= d { na I œ fr 
rs a, à Tu G) 


(39,5) étant applicable avec notre degré d'approximation. Ainsi, 
le choix de coordonnées satisfaisant à la condition (43,2) est 
compatible avec le résultat (43,3). 
Dans une région vide de matière (43,3) devient : 
Bo 
Oh, 


Y 
équation qui nous monire que la perturbation du potentiel de 
gravitation se propage avec la vitesse-unité (§ 23), si toutefois 
nous ne tenons pas compte de l'effet de la perturbation sur sa 
propre vitesse de propagation. La gravitation se propage donc 
avec la vitesse de la lumière. Si dans les calculs précédents nous 
n'avions pas négligé les carrés des %„,, nous aurions trouvé que 
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la vitesse de propagation exprimée en fonction des coordonnées 
subit les mêmes écarts par rapport à l'unité que la vitesse de 
la lumière dans les mêmes conditions. Pour rendre évidente 
cette propagation, il nous a fallu particulariser convenable- 
ment les coordonnées — condition (43,2) — puisque, dans un 
choix arbitraire des coordonnées, nous n'avons pas à nous con- 
former à quelque condition de « propagation » du système 
choisi (+). 
Pour un champ statique, (43,3) devient : 
Ah —9G 


lv > y 


= — Ir (t — -g T) d’après (40,4). 


Pour la matière au repos T—T,,—e (densité d'inertie) et les 
autres composantes sont nulles ; par suite : 


(Tes ro los on) == (onto tou) 


ce qui est une généralisation de l'équation de Poisson. Dans 
le cas d'une particule unique, on sait que la solution de ces 
équations est : 

2m 


hiis Žao, Rass hs = — z 


L'élément linéaire est donc, d’après (43,0), 


2m. 


ds? = — (i Te (dx? + dy? + ds?) + (i: sam) di, (43,4) 


résultat déjà trouvé en (34,1). La raison pour laquelle nous 
avons voulu établir de nouveau cette formule, c'est que, ici, 
m est la masse d'inertie et non plus simplement une constante 


(*) Le potentiel de gravitation g, est une relation entre l'Univers exté- 


rieur et un système de coordonnées ; il est clair que, en général, une 
telle relation n'obéit à aucune condition de propagation, puisqu'un des 
facteurs de cette relation (le système de coordonnées) peut être choisi au 
hasard. Le fait que, pour des coordonnées convenablement choisies, la 
gravitation se propage avec la vitesse de la lumière, ne doit pas être regardé 
comme l'expression d'une propriété absolue de la gravitation ; ce n’est 
qu'une manière commode de décrire la façon dont nous apparaîtront les 
phénomènes dans notre étude relative de l'Univers. 
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d'intégration. Or nous avons déjà montré que l’on était con- 
duit à identifier le m de (43,4) avec la masse gravitationnelle 
de Newton ; il en résulte l'égalité de la masse d'inertie et de la 
masse gravitationnelle, et le choix de la constante 8x dans 
(40,2) se trouve maintenant justifié. 


44. Action. 


L'intégrale invariante : 


~ 


À = Îles V—g dz (44,1) 


représente l'action dans une région à quatre dimensions. 


D'après (36,3) : 


A Ta fedvas 
= f finas, (44,2) 


m étant la masse au repos (ou l'énergie propre). 

L'action d'une particule d'énergie propre m pendant un 
temps propre ds est donc mds, comme le veut la définition mé- 
canique ordinaire. Si l'on tient compte de (40,5), une autre 
forme de l’action est la suivante : 


Pre f aN. (44,3) 


En laissant de côté le facteur numérique, G y—g ou G est 
la densité d'action du champ de gravitation. Remarquons que 
l'action matérielle et l’action gravitationnelle sont deux aspects 
de la même entité ; ce serait une faute de les ajouter pour avoir 
une action totale. 

Cherchons maintenant sous quelles conditions l’action dans 
un certain domaine est stationnaire, c'est-à-dire : 


(BA) — j: SG VI gd = 0 (44,4) 
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pour des variations très petites et arbitraires des g, varia- 


tions qui s’annulent à la « surface » et près (1) de la « surface » 
limitant la région considérée. Deux genres de variations sont 
possibles. Si l'on fait varier les CR simplement par des chan- 
gements de coordonnées, (44,4) est satisfaite automatiquement, 
puisque A est un invariant ; la condition précédente ne fait 


alors qu'exprimer une propriété d'invariance et ce n’est plus une 
condition d’intégrale stationnaire. Au contraire, dans le cas 


général où les ôg,, sont quelconques, le genre d'espace-temps 


variera lui-même ; d’après (40,2) cette variation sera inter- 
prétée comme une modification de la densité et du mouvement 
de la matière présente. C'est à cette variation que se rapporte 
le Principe de l'Action Stationnaire en mécanique. 


Soit) a= g V2 (fus, B} 18,2) — fu a} {a B) 
expression qui entre dans la constitution de G. 
= fpa, B} è (gi =g fvl, ad) + fve, 69 è (9° V9 fu, B) 
— fev, a 0 (g V=g foB, BI) — fe, B} 8 (g VZ g fev, a) 
— (fpa, Bt NB, où — fuv, al fag 8) è (g V Zg). (4h,5) 
Le premier terme dans (44,5) : 


Il 


1 WE dys dT Be 9g: i 
zub Bts Ò |= g a ee 


zB E Don / 
I uv us Wye 
=- (H2, Ba 1er -JF J san ) 
24 
= — > fya „Bè (= g s ) d’après (26,11) 


Cr NEE 0 
= — ES HV» EX Ò V9 E, . 


Le deuxième terme se réduit à la même valeur. 


(1) Afin que les variations des dérivées puissent s’annuler à la surface. 
(2) L'analyse mathématique est assez compliquée ; le lecteur qui voudra 
bien admettre le résultat, peut passer directement à la formule (44,9). 


108 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 


Le troisième terme donne : 


— fuv, a} à En SE, d’après (26,4). 


dLa 


Àu quatrième terme nous avons : 


g” (e a = g=— EE (g Vg) 


Ly 


d'après (37,5) puisque la dérivée covariante de g"” est nulle. 
Le quatrième terme devient donc, après certains change- 
ments dans les indices muets : 


6 2 
KEAL AEA 4 
4) Hg Tu > Ly 


(g* V9) | 


En portant toutes ces valeurs dans (44,5), nous obtenons : 


òL = [— fuy, al a Ju fye, 8i] ò ( = Pa v=7]) 
— [fpa B} f8, a} — fuv, o} fa, BI] 6 (g V=g). (446) 


Ecrivons g“ à la place de g* y—g et 9% à la place de 


2 
Ta 


(g3 VZ). 


D’après (44,6), nous avons : 
= — [jue, B} pB, a} — fuv, ef fag, BI] (44,71) 
et = = |- fuy, al + Ju PB, Bi] (44,72) 


La formule (28,1) s'écrit : 


FAR RES APR 


En 4,8 
uy dL y Vage / age (4 ) 


équation dont la forme ressemble à celle des équations de La- 


grange en dynamique. 
Nous voyons aussi que : 
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UE ty D 2% 
GV—=g =G—=2+09 Lu (es ) 


o 


“a 


Comme les symboles à trois indices sont des fonctions liné- 
aires des quantités 4“, € est une forme quadratique de ces 
g 


quantités. D’après les propriétés des fonctions homogènes on 
voit que : 


T 
Ga. 
Ainsi : 
: 2 u» og 
Ger ( N (4h,85) 


Nous avons maintenant 


è f Gdr = — è fade, 


puisque dans l'intégration le dernier terme de (44,85) donne 
une intégrale de surface étendue à la « surface » limitant le 
volume à quatre dimensions et que sur cette surface. les varia- 
tions sont nulles ; 


= | G, g dr d’après (44,8) 
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ə 


= G alg” TE g) dr. (44,9) 


uy 


e 


Les variations ĉl g^ —ÿ) sont indépendantes les unes des au- 
tres et sont toutes arbitraires ; il en résulte que la condition de 
Paction stationnaire est G,,—=° ; en d'autres termes l’espace doit 
être vide. 

Que conclure de ce qui précède, sinon l'inexactitude du Prin- 
cipe général de la Moindre Action ? L'action ne peut être sta- 
tionnaire que dans un espace vide, c'est-à-dire précisément là 
où elle n'existe pas (?) ! 

Bien entendu, il ne peut être question ici de considérer ce 
principe comme inexact dans son application à la mécanique 
ordinaire et à l’électrodynamique. Seulement, l'essai qu'on a 


fait de le généraliser — de montrer que les états de l'Uni- 
vers sont conditionnés par la propriété que possède une certaine 
quantité absolue de rester stationnaire — se montre mainte- 


nant condamné à un échec certain. Du reste, au Chapitre XIT, 
nous avons pu voir clairement qu'il n'y avait pas place à 
l'heure actuelle pour une pareille loi d'Univers, car toutes les 
lois qui, en général, ont été déduites de la moindre action, 
apparaissent comme fondées sur de pures identifications et sont 
incapables de définir la configuration des événements de l'Uni- 
vers extérieur à nous. 

Néanmoins on peut modifier le principe de moindre action 
de telle manière qu'il prenne une signification. Dans l'Univers 
réel, l’espace-temps occupé par la matière (électrons) n'est 
qu'une fraction extrêmement faible de l'espace-temps vide. La 
moindre action est donc une tendance très générale — mais 
avec des exceptions ; et cette tendance n'a encore reçu aucune 
explication dans notre théorie. La théorie des quanta fait sup- 
poser que la loi rigoureuse de l’action est probablement non pas 
la loi de l’action stationnaire mais celle de sa variation discon- 
tinue ; sous cette forme modifiée il se peut que la loi soit 


(©) Comme la plupart des auteurs, H. Weyl fait un large emploi du 
Principe de Moindre Action ; sa conclusion finale ne semble pourtant pas 
différer beaucoup de la mienne (Raum, Zeit, Materie ; 3° édition, p. 261). 
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universelle. On admet en général que le principe de moindre 
action englobe la totalité des lois continues de la nature et c'est 


` 


plutôt contraire à Fordre habituel de nos idées de dire que 
la justification du principe (si toutefois il y en a une) doit reposer 
sur la structure réelle et discontinue de la matière. 


45. Une propriété des invariants. 


Soit H une fonction invariante quelconque des g,. et de leurs 
dérivées (+), de sorte que : 


fa V—g dr est un invariant. (45,5) 


En partant de expression analytique de H on peut mettre 


AH y—g) sous la forme d'une somme linéaire de termes en 


òg y> jeu ) A kajad 


\ La NE ZT 
vées d'ordres plus élevés s’il y en a. Supposons les variations 
assez petites pour que l’on puisse négliger les produits des 5. En 
intégrant par parties on peut ramener l'expression à ne conte- 
nir que des termes en òg „ et des termes qui soient des déri- 
vées exactes par rapport aux coordonnées. 


Donc, si les variations s’annulent à la « surface » limitant 
la région, 


Je contenant les variations de déri- 


à fH V—g d= y P” y—g èg dr, (45,2) 


les dérivées exactes donnant des intégrales de surface étendues 
à la surface limite où les variations sont toutes nulles. Le coef- 


ficient P” y—g peut se calculer dès que l'expression H est 
connue. 


uy EA 
Nous pouvons supposer P* symétrique en x et y ; en effet, 


(1) Le raisonnement est applicable quel que soit le nombre de dimen- 
sions de l’espace d'intégration ; dans le cas général, il faudrait écrire 
y |g] au lieu de =n 

(Note du Trad.). 
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© 


toute expression symétrique gauche n'aurait aucun sens puis- 

que son produit intérieur par ôg. serait identiquement nul. De 
uY 

plus, à cause du choix arbitraire de ôg,,, P” doit être un 

„tenseur. 

Considérons le cas dans lequel les ôg „proviennent des varia- 
tions èz, des coordonnées sans altération du genre d'espace. 
(45,2) s'annule, non pas parce que nous supposons l'intégrale 
(45,1) stationnaire, mais par suite de l'invariance même de 
(45,1) ; seulement, les òg, ne sont plus des variations indé- 
pendantes. 

Comparons g et rr AE Òg py d’après (15,22) : 


g, =49 à +09 0) (La + La) (x8 + 0x8) 
p (es T Tap) ag 7, 


a 34 dLy ITH oa dLa (226) 2x6 (Ixy) 
— (Te Tag du ow Iag Ly y Iag dt, Ty 


Le 
Or = = gs, d'après (14,3). D’où : 

BCE). (dr) SESIR 

a E ea r 0 


Nous venons de comparer la valeur deg pour x <+ëèx dans 
p» p p 
les nouvelles coordonnées, avec sa valeur pour æ, dans les an- 


ciennes. Nous pourrions évidemment prendre cette valeur de 
òg „„ pour la porter dans notre intégrale si en même temps 
nous faisions intervenir la variation ô(dr). Mais nous préférons 
conserver d= fixe dans la comparaison ; nous devons par con- 
séquent comparer les valeurs des Ja pour le même point z, 


dans les deux systèmes. Il faut alors retrancher de la variation 


A E Ò dJ uy & r 
ro précédente la variation m T, düe au changement 
d'intervalle. Il vient donc : 

2(èxs) (dLa) duy 


= Òg uy = Iag am dr + J ES + Dre CE 5 (45,4) 
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(45,2) prend la forme : 


te ee 4 d( dr \ 
uy JE ` y ` 
= P \ AU Ty Pi Ty =F Le èz, ) dr 
ce qui donne, en intégrant par parties, 


= [AE (PVT vu) Hr (E° VE Sa) 
— P y—g 


Sa dx dr 
dLa œ 


TA Er èx y Zg dr 


= 2 


V=g E, 
=: f Room dr, d’après (37,3). 


Cette expression devant s'annuler quelles que soient les varia- 
tions CEE il en résulte : 


P — 0. (45,5) 


Par conséquent, à tout invariant d'Univers H on peut faire 
correspondre un tenseur mixte du deuxième ordre P} dont la 


divergence soit nulle. 
Le théorème du $ 38 n'est qu'un cas particulier de ce résul- 
tat général. Si en effet H—G la variation de l'intégrale est 


d'après (44,9) : 
i G, (g V59) d (45,6) 
Or (gg) = V9 3g” + Lg VE 
LV aps 
= V—g (= ggs aga HA EL 9,3) 
d'après (26,11) et (26,3). 


En portant dans (45,6), nous avons : 
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— f (o — + g%c) èg gN ZT dr. 


En comparant ce résultat avec (45,2) nous voyons que dans 
ce cas 


' =—(¢ —Lg 6) (45,7) 


et (45,5) démontre bien le théorème du $ 38. 


G,——g, G n'est pas la seule expression possédant la pro- 


è 


priété qui nous a conduit à l'identifier avec le tenseur d'énergie, 
et à tout invariant d'Univers on peut faire correspondre un 


tenseur P, dont la divergence soit nulle. G est le plus simple 
de ces invariants d'Univers ; mais nous ne devons pas perdre de 
vue que le tenseur de Riemann-Christoffel donne également deux 


autres invariants G, G® et B°.,B°°°. Il est facile de vérifier que 
les tenseurs P? correspondants contiendront les dérivées du qua- 


trième ordre des g,. et que la condition d’espace vide P” — o 
fu L 


deviendra un groupe d'équations différentielles du quatrième 
ordre. Une difficulté proviendrait alors des conditions aux 
limites indispensables pour déterminer la solution particulière 
convenant au champ d’une particule. 

Par différentiation covariante, on peut encore former d'au- 
tres invariants, par exemple g” (G) 
covariante seconde de G. 

Nous avons fait appel à des raisons de simplicité pour justi- 
fier notre choix de la loi de gravitation ; en fait, la question de 


l'identification rigoureuse du tenseur d'énergie est loin d'être 
définitivement tranchée. 


où (G), est la dérivée 


gt? 


46. Résumé. 


Dans cette section, nous avons fondé notre théorie sur une 
identification du tenseur d'énergie de la matière (quantité four- 
nie par l'expérience) avec un tenseur d'Univers particulier. 
Cette identification a été faite de manière que les lois de con- 
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servation de l'énergie et de la quantité de mouvement se trou- 
vent automatiquement vérifiées. Nous en avons déduit sans au- 
tre hypothèse la loi de gravitation et le mouvement géodésique 
d'une particule, problèmes dont nous nous étions déjà occupés 
dans la Section II ; il nous a été possible alors d'identifier la 
constante d'intégration m rencontrée dans cette section avec la 
masse d'inertie. Dans le dernier paragraphe nous avons vu que 
d’autres identifications du tenseur d'Univers étaient en appa- 
rence possibles, mais que les lois en dérivant devaient être extrê- 
mement compliquées. 

Des résultats moins importants sont l'interprétation des 
symboles à trois indices en tant que forces ; la propagation de 
la gravitation avec la vitesse de la lumière ; enfin l'abandon du 
principe de moindre action comme loi de l'Univers réel, du 
moins en ce qui concerne les phénomènes continus. 


SECTION V. 


ELECTRICITÉ. 


47. Les équations électromagnétiques. 


Dans la théorie habituelle le champ électromagnétique est 
défini par un potentiel scalaire ® et un potentiel vecteur (F, G, 
H). La force électrique (X, Y, Z) et la force magnétique (x, B, 


Yy) sont données par les équations : 


2 ap oF 

amer ao ie | 
Hi 2G f { (47,1) 
HT ed ee | 


Dans cette théorie habituelle, on néglige l'action possible 
de la gravitation sur les phénomène électromagnétiques de sorte 
que les définitions précédentes et les équations de Maxwell sont 
relatives au cas où il n'y a pas de champ de force, c’est-à-dire 
aux coordonnées galiléennes. 

Prenons un certain système de coordonnées galiléennes et 
posons 


(—F,—G —H2)—E4,, (&7,2) 


fad 


k, élant considéré comme un vecteur covariant, hypothèse que 


nous sommes en droit de faire d’après le $ 12 ; seulement, nous 
ne devons pas opérer, sans la discuter sérieusement, l'identih- 
cation physique de £, dans un système de coordonnées autre 
que celui qui a été choisi. 


D'après (21,1) : 


k =k m (47,3) 
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Le premier membre est un tenseur que nous désignerons 


par F, 
F s= dki dks 
“= a EE 


F 
nt ic 


op 
dx 


„ Dans notre système de coordonnées particulier : 


et l'on peut effectuer de la même manière l'identification des 
autres composantes. Nous en tirons l'interprétation suivante de 


0; E. 

1 0, 
—ß, t, 
X, Ne 


Bs 


— v, 
0, 
Z, 


— X, 
=Y, 
— Z, 


0. 


(47,41) 


D v , 
Servons-nous des valeurs galiléennes des g“ pour faire pas- 
ser en haut les indices : 


ne 


0; =Y 
iG o 
—$, 2, 
—X, —Y, 


B, 


— g, 
0, 
—Z, 


X, 
Y, (47,42) 
Z 
O 


~% 


Soient p la densité de charge électrique, (u, v, w) la densité 


de courant ; posons : 


. r 174 
en considérant d' 


(a, v, W, e) =J" 


(47:5) 


comme un vecteur cóntrevariant. 


Avec cette notation, les équations de Maxwell sont les sui- 


vantes : 

dZ MOŸ pa IX 
3y or u o 
à à oX du 
Une, 
dy dr dl ds 


TS 

CRT 2 QE: 
ete. 
ty ta 


26 04 ƏZ 


(47,61) 


(47,63) 


(47,64) 


bo 
at 
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en prenant la vitesse de la lumière pour unité et en faisant 
usage du système d'unités d'Heaviside-Lorentz, qui fait dis- 
paraître le facteur 4x (nous n'avons pas besoin de nous embar- 
rasser du pouvoir inducteur spécifique et de la perméabilité 
magnétique qui n'ont d'autre utilité que de conduire aux équa- 
tions macroscopiques). 

Si nous nous reportons à (47,41) et à (47,42) nous voyons 
que ces équations peuvent s'écrire : 


dF e oE 


o ET. ES \ 
do aF Ly, D € (47:71) 
DFe A 
Cy =}, (47:72) 


la première de ces deux équations comprenant (47,61) et 
(47,64), la deuxième (47,62) et (47,63). 
den ək 


k ` ! Y 
En substituant à F, sa valeur a aA, dans (47,71), 


celte équation se trouve identiquement vérifiée. Quant à 
(47,72), cest la forme réduite pour les coordonnées galiléen- 


nes de l'équation F? = J*. 
Les lois de la théorie électromagnétique prennent donc les 
formes simples : 


; (47,81) 


F =k —k 
! pv 
ETA (47,82) 


UY JU 


et ce sont là des équations covariantes. 

Si un observateur adopte un espace et un temps différents 
(mais toujours galiléens), les vecteurs transformés obéiront 
encore aux mêmes lois qu'avant leur transformation. Comme 


les F, et les J” transformés auront toutes les propriétés de 


la force électromagnétique et du courant, il les regardera 

comme la force électromagnétique et le courant eux-mêmes. La 

relation qui existe entre les valeurs de la force électromagnéti- 
SA A 

que FE, dans les deux systèmes est la même que celle que 


l'on rencontre dans la loi de transformation des tenseurs cova- 
riants et il est facile de montrer qu'elle est en parfait accord 
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avec les formules trouvées par Larmor et Lorentz dans le cas 
particulier de la transformation de Lorentz. 


È ; 7 z D nA ROEA 
Si la vitesse de la charge électrique est É: For a léqua- 


tion (47,5) devient : 
jp (de dy E 
entre VE Tr) 
ds / dx dy dz dt \ 
P (ds? ds ? ds ds): (47,85) 


z : ls 
La parenthèse représentant un vecteur contrevariant, p -7 


doit être un invariant. Si maintenant nous faisons intervenir 


8 D İs 
la contraction de volume de Fitzgerald ES nous voyons que 


d , . 
e = n'est autre que la charge totale par unité de volume 


propre. La charge totale du volume propre est done invariante. 
Différant par là de la masse, la charge électrique d’une parti- 
cule ne dépend pas de son mouvement relatif par rapport à 
l'observateur qui la mesure (comparer ce résultat avec (39,15) 


B ds 7 
où le facteur —7 entre par son carré). 


La covariance des équations (47,81) et (47,82) rend la théo- 
rie applicable à tous les systèmes possibles de coordonnées, de 
sorte que rien ne s'oppose à la présence d'un champ de force 
(artificiel ou naturel). Dans ce cas l'observateur effectuera 
l'identification physique de F,, et de JF comme si les coordon- 
nées étaient galiléennes et il attribuera toutes les divergences 
observées à l'action du champ de gravitation sur les phénomè- 
nes électromagnétiques. La déviation de la lumière au voisi- 
nage du Soleil doit pouvoir se déduire de ces équations géné- 
rales. 


La divergence D peut être simplifiée si l’on tient compte 


de (37,6) puisque F?” est symétrique gauche : 


= (F5). (47,91) 


Introduisons les densités tensorielles 


t= = 5 (47:92) 
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puis : 


à 


2 
= uy 
Cpi = 
Ty dT y dT, F j 


parce que 4 est symétrique gauche. De là on tire d'après 
(37,2) : 
J= o. (47:93) 


Si l'on revient aux coordonnées galiléennes (47,5), cette 
équation s'écrit : 


me GS 2 
CP CGT UE GE TE 


qui n'est autre que l'expression de la loi de conservation de 
l'électricité. 


48. Effets mécaniques de l’électromagnétisme. 


Dans la théorie habituelle la force mécanique de nature élec- 
tromagnétique qui agit sur l'unité de volume contenant charges 
électriques et courants, a pour composantes : 


P = oX + yu — pw 
Q = oY + aw — yu 
R = pZ + Bu — av 
et le travail accompli par unité de temps par le courant est : 
S = uX -+ vY + w2. 
D'après (47,41) et (47,5) ces relations s'écrivent : 
(P,Q, R, — S)=E, (48,1) 


ce qui montre que le premier membre est un vecteur. Dési- 
gnons-le par A. En coordonnées galiléennes À, est l'expression 


du gain de quantité de mouvement et de la perte d'énergie (ou 
de masse) subis par l'unité de volume du système matériel ; 


dE 


ce vecteur est donc égal à — À . Pour un système de coor- 
& 


données quelconque cette égalité prend la forme : 
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— Tah = Es J'=F,, pe s (48,2) 


Si la conservation de l'énergie régit les phénomènes élec- 
tromagnétiques, la variation du tenseur d'énergie matériel 
doit être compensée par une variation de même valeur mais 
changée de signe d'un tenseur d'énergie électromagnétique 


E’, de sorte que : 


Eia = p =F p Fo. (48,3) 


ł Y T 

Il est, je crois, préférable de réserver la notation T? au 
tenseur d'énergie total, matériel et électromagnétique ; dans 
tous les cas on a donc T}, = 0. C’est ce qui crée le moins de 
modifications aux résultats trouvés dans la Section IV. T con- 
tient maintenant une partie E, due aux champs électromagné- 
tiques. La différence Pr (qui est le T de l'équation 
(48,2)) représente le tenseur d'énergie de la matière quand il 


n'y a pas de champ électromagnétique. Un électron sans son 
champ n'étant qu'une pure abstraction, nous n'aurons guère 


affaire dans la suite au tenseur ee E; Quand il n'y a pas 
y 


w 7 


7 3 Z sa 3 = 
d'électrons présents, T}, se réduit à E; ; c'est ainsi, par exem- 


ple, que les effets gravitationnels d'un champ électromagnéti- 
que pur sont donnés par (40,2) : 


G — — Ju G = — 87 E, à (48,4) 


49. Le tenseur d'énergie électromagnétique. 


Le tenseur d'énergie électromagnétique est donné par : 


EEE + +9 FE - (49,1) 


D 


Pour le vérifier, prenons la divergence des deux membres en 
nous rappelant que la différentiation covariante est une opéra- 


tion distributive comme la différentiation ordinaire, et que CA 


est une constante : 
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E7, == — FE, — FE 


par 


I (F8 ap 
+ (Eeg HPna). 
Les deux termes de la parenthèse étant égaux, 
a L peo p Es aß 
Eo, = FEF p FF pe H E FF gy 
— pas 1 fpebr af NGAEN 
= FF a (PE H EF pua HEE gu) o 


les deux premiers termes de la parenthèse n'étant que deux 


manières différentes d'écrire FF,- 


Il est facile de voir maintenant que : 
F pag + Fugu + Four 0 (49,2) 


(car d’après (23,3) les termes contenant les symboles à trois 
indices se détruisent mutuellement et l'équation se réduit à 


(47:71))- 


Par suite : 


pm ga 
toee 


et lon retrouve bien (48,3). 


Quand on substitue aux F”” dans (49,1) leurs valeurs gali- 


léennes (47,41), on obtient les composantes de l'effort et de 
la quantité de mouvement électromagnétiques, ainsi que la 
densité d'énergie du champ électromagnétique (+) ; les valeurs 
trouvées sont en parfait accord avec celles que donne la théo- 
rie habituelle. L'énergie par exemple est : 


Le z4 1 p“ 
FFE, HE FÉE 


= Xe Y° +24 ‘a (2 ppt X2— Yi 75) 
=E (X Y Ze a pp). 
Contractons (49,1) en y faisant c= vy. ; nous obtenons : 


E = — Eaha an 7 pE =: (49,3) 


(1) Les composantes de l'effort constituent le tenseur de Maxwell, celles 
de la quantité de mouvement électromagnétique forment le vecteur de 
Poynting. (Note du Trad.). 
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Le tenseur d'énergie électromagnétique n'entre pour rien 
dans la constitution de la densité propre T. L'étude du champ 
électromagnétique ne peut rien nous apprendre sur la nature 
de la masse au repos. 

A première vue, ce résultat semble en contradiction avec 
la théorie électrique moderne de l’inertie ; mais nous ne devons 
pas oublier que l'existence d’une charge électrique n'est pos- 
sible que grâce à des forces de cohésion (+) de nature inconnue 
mais qui ne font pas partie du champ électromagnétique. Nous 
ne pouvons donc espérer créer de la matière à partir du ten- 


seur E’ seul. La densité ordinaire de la matière exprimée en 
fonction des coodonnées est sans doute complètement repré- 
sentée par E,, ; or les tensions électromagnétiques entrent pour 
une part rigoureusement égale en valeur absolue mais de signe 
contraire à E,, dans la constitution de la densité propre T, 
de sorte que ces deux parts se détruisent mutuellement. La 
charge électrique ne peut exister sans des forces de cohésion 
rigoureusement égales et opposées aux tensions électromagné- 
tiques ; ces forces contribuent donc à la constitution de T 
pour une part qui vient à son tour détruire exactement la part 
apportée par les tensions électromagnétiques ; en résumé, pour 
un électron au repos, c'est E,, qui se trouve rétabli pour don- 
ner la valeur finale de T. Bien que, en coordonnées galiléennes 
la masse au repos et la masse exprimée en fonction des coor- 
données soient égales, la première naît des forces de cohésion, 
et la seconde des tensions électromagnétiques ; peut-être notre 
ignorance est-elle la cause de cette distinction subtile. 

Il est à remarquer que, des considérations précédentes, nous 
pouvons déduire que les perturbations électromagnétiques se 
propagent avec la « vitesse fondamentale ». Si en eflet la masse 
exprimée en fonction des coordonnées (M) est finie et si la 
masse au repos (m) est nulle, la formule (p. 180) : 


montre que ds=—0. 


(£) Ce sont ces forces de cohésion que l'on désigne sous le nom de pres- 
sions de Poincaré. (Note du Trad.). 
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L'invariant : 
1 L TI 2 
TRE, —— (a + By) — > (X*+ Y? + Z?) 


est ce que l'on appelle en général l’action du champ électro- 
magnétique. Comme E =o, le champ électromagnétique n’en- 
tre pour rien dans la valeur de G ; cette action électromagné- 
tique est donc indépendante de toute action matérielle ou gra- 
vitationnelle, et il n’est pas possible de l'interpréter comme 
une courbure d'Univers. L'action totale, somme de ces deux 
genres d'action sera donc (à des facteurs constants près) 


GER F, Je”. 


Il est difficile de saisir le sens de cette combinaison. Mais 
d’après le $ 44 il n’y a, semble-t-il, aucune raison d'attribuer 
des propriétés à l’ « action totale » ; n’est-ce pas là ce que l’on 
pourrait attendre d'une combinaison dépourvue de toute signi- 
fication ? Il se peut donc que le principe de moindre action 
nous ait égarés par une confusion dans la nomenclature et que 
les actions matérielle et électrique aient des significations essen- 
tiellement différentes (1). 


50. La géométrie de Weyl. 


Nous avons trouvé au $ 25 que la variation d’un vecteur A 
auquel on a fait décrire par déplacement parallèle un contour 


fermé limitant l'élément de surface dS”, est donnée par : 


BA = Bi AdS” = RB Ads, (50,1) 
g 2 E 2 
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1 . 
le facteur — provenant de ce que dans la sommation les com- 


posantes de l'aire élémentaire apparaissent chacune deux fois, 


par exemple dS" et dS”. 


(t) La constante du quantum est-elle la même pour ces deux genres 
d'action ? Si oui, voilà qui change bien les choses. L'importance de l’action 
(en supposant qu’elle en ait une) semble du reste liée aux lois inconnues 
de la dynamique intra-atomique. 
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Bares étant symétrique gauche par rapport à v. et o, 


I 


AM 2A, = 7 Buyo AMAP dS”? 


JIGO ~ 
f F 


= 0 ; 


èA, est donc perpendiculaire à À, et la longueur du vecteur 


n'est pas modifiée (18,3). Seule sa direction a varié. 

Ce changement de direction d’un vecteur qui a décrit un 
contour fermé n'est pas facile à concevoir (bien que ce soit là 
une chose connue déjà depuis longtemps des géodésiens qui 
opèrent sur la surface courbe de notre géoïde). Le lecteur ne 
nous marquera sans doute pas une extrême reconnaissance 
de ce que nous ne lui demandons pas d'accepter également 
une variation dans la longueur. L'idée, en effet, en serait à 
peine plus difficile à saisir. Nous venons de montrer que la 
longueur ne variait pas ; ce résultat paraît s'appuyer non pas 
sur une impossibilité logique mais sur une restriction que nous 
avons, par inadvertance sans doute, introduite dans les axio- 
mes de notre géométrie. 

On pourrait imaginer une géométrie dans laquelle on aurait, 
non pas (50,1) mais : 


> ERY- 7 o yc 
A, nr (Bo 5 Eea) A' dS (50,2) 
B étant symétrique gauche et F symétrique par rapport à x 
et p. Tous deux doivent être symétriques gauches en y et c si 
la variation du vecteur se trouve annulée quand le circuit est 
décrit de nouveau, mais en sens inverse de la première fois. 
Le tenseur M. + Li) est un tenseur du type le plus gén 
ral. 
i r Fa à lé E , 

C'est cette géométrie plus générale qu'adopte H. Weyl 
il soumet cependant P iep à deux conditions ; il suppose (a) que 
ce tenseur est décomposé en un produit PATE et (b) que 
F „ est le rotationnel d'un vecteur. La deuxième condi- 
tion est nécessaire logiquement, car la variation est déterminée 
non pas par la surface mais par le contour qui la limite ; par 
le théorème de Stokes, nous pouvons transformer l'intégrale 
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curviligne en une intégrale de surface, et cette dernière inté- 
grale porte nécessairement sur un rotationnel. La deuxième 
condition de Weyl provient donc de ce que les différentes sur- 
faces limitées par un contour quelconque doivent conduire à 
une même valeur de SA, : 


La première condition ne présente pas ce caractère de néces- 
sité logique. Si l'est la longueur de À, : 
(+) = (A, + 8A,) (AH + èA”) 

= AA} + AA, + A GAF 
— P + 2AFGA, 


de sorte que, en tenant compte de (50,2), 


BI = Fuon AFA dS" , (50,31) 


HVGp 
et d’après la deuxième condition de Weyl : 
al —F,. (Jup AAP) d8”7 
= Fr Ë dS” . (50,32) 


Ainsi dans la théorie de Weyl, ò est proportionnel à l et ne 
dépend pas de la direction du vecteur ; si, au contraire, l'on 
n'impose aucune restriction à l'expression générale (50,2), le 
changement ôl dépend à la fois de la direction de À, et de sa 
longueur. 

La seule géométrie qui nous intéresse dans notre théorie, 
cest la géométrie naturelle de l'Univers, et, que celle-ci soit 
la géométrie de Weyl ou la géométrie plus générale symboli- 
sée par (50,2) le déplacement parallèle doit correspondre à 
une opération physique réelle. Nous n'avons pas à nous arrêter 
sur les précautions à observer dans le transport d'une longueur 
d'un point à un autre ; mais si l’on suppose ces précautions 
prises, la variation de longueur est la variation effective de 
la longueur d’une règle matérielle — d'un atome ou d'un élec- 
tron — que lon déplace d'un point à un autre. Si par exem- 
ple il existait une loi prescrivant aux dimensions de l'électron 
de ne dépendre que de sa position actuelle et non du chemin 
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suivi pour y parvenir, il nous serait impossible de regarder la 
géométrie de Weyl comme la géométrie naturelle de l'Univers. 
Nous verrons que la formule plus générale (50,31) entraîne que 
la variation de longueur d’une règle matérielle que lon déplace 
d'un point à un autre, dépend du chemin suivi et de la ma- 
nière dont s’est fait le transport ; les restrictions de Weyl, 
au contraire, ne font dépendre la variation que du chemin suivi 
et non de l'orientation de la règle pendant son déplacement. 
Aucun argument logique ne nous permet d'exclure le cas plus 
général ; ce sont des raisons expérimentales qui ont fait pen- 
cher en faveur de la théorie de Weyl. 

Supposons que nous ayons en À un vecteur nul et que nous 
empruntions différentes routes pour l'amener en B ; d'après 
(50,32) sa longueur devra toujours être nulle. Dans la théo- 
rie de Weyl une longueur nulle est donc quelque chose d'ab- 
solu. D'après (50,31) au contraire la longueur à l'arrivée en 
B ne sera pas nulle en général et il n'existe pas de moyen uni- 
que permettant de définir en B la longueur zéro, pas plus du 
reste qu'il n'en existe pour y déterminer n'importe quelle 
autre longueur. Supposons maintenant que B émette une onde 
lumineuse ; comment se propagera-t-elle ? La théorie de Weyl 
attribue à la perturbation lumineuse une trajectoire bien défi- 
nie, celle dont l'intervalle total est constamment nul. Dans la 
géométrie plus générale il ne subsiste pas de trajectoire abso- 
lue pour la lumière et celle-ci sera bien embarrassée pour savoir 
quel chemin elle devra suivre. 

Dans l'état actuel de nos connaissances, il est nécessaire 
d'adopter la limitation de Weyl ; néanmoins, comme jusqu'ici 
les limitations de la géométrie qui semblaient, au moment où 
elles furent faites, commandées par l'expérience, sont tombées 
une à une, je ne puis m'empêcher de penser que cette der- 
nière limitation finira elle aussi par subir le même sort (1). 


(t) Cette prévision a été réalisée pendant que le présent Ouvrage était 
sous presse. L'auteur vient de développer une généralisation de la théorie 
de Weyl, dans laquelle la limitation dont il est question dans le texte se 
trouve supprimée ; ce travail a paru dernièrement dans les Proceedings 
of the Royal Society (A, vol. 99, mai 1921). La théorie généralisée donne 
une signification plus claire du système de jauges naturel ($57)et il semble 
que la difficulté relative au vecteur nul puisse être aisément surmontée. 
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51. Unité de l'Univers. 


Nous avons vu au Chapitre XI que la géométrie de Weyl 
introduit un nouveau vecteur d'Univers (kı, ka, ka, k,), qui 
peut être identifié avec le vecteur électromagnétique du $ 47. 
Les équations électromagnétiques fondamentales (47,81) et 


(47,82) permettent alors les identifications de F,, et de J“ 


respectivement, de sorte que la force électromagnétique et la 
charge électrique se trouvent décrites dans le langage de la 
géométrie nouvelle. Toutes les entités connues en physique — 
espace, temps, matière, force, électricité, lumière, etc. — 
reçoivent des identifications qui les rattachent aux quatorze 
potentiels indispensables pour définir la nouvelle géométrie 
par l'intermédiaire de la notion d'intervalle, fondamentale dans 
l'Univers. Jusqu'ici nous n'avons encore trouvé aucune loi à 
laquelle obéisse cette géométrie de l'Univers ; elle est donc 
entièrement libre et comme elle varie d’une région à l’autre, 
nous interprélons cette variation comme l'indice d’une distri- 
bution variable de la matière et de l'électricité. Il serait diffi- 
cile d'imaginer une unification plus complète de la physique, 
du moins tant que des quanta nous échapperont. 


52. Les transformations de jauges. 


Dans la théorie électromagnétique habituelle, soit : 
Fdz + G'dy + H'dz — Pal. 


une différentielle totale exacte ; le rotationnel de (F°, G’, H’, 
— Ọ’) est nécessairement nul et les X’, Y’, Z’, œ, 8, y corres- 
pondants (47,1) sont nuls également. Les potentiels F, G, H, 
— b, et F+E, G+C, H+H, —p— P, donnent donc des 
champs de force équivalents. 

De même, si e dz, est une différentielle totale k, etk pah k, 


traduisent le même état de l'Univers ; ce qui, interprété ane 
triquement, signifie que ces deux expressions du même état se 
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rapportent à des systèmes de jauges différents. La formule de 
la p. 212 s'écrit : 


— — k d2, T (52,1) 
de sorte que : 
i z 
log g = Í k, dz, ; (52,2) 


Si nous ajoutons au second membre de (52,1) une différen- 
tielle totale, nous obtenons par intégration une fonction de 
point arbitraire qui vient s'ajouter au second membre de 
(52,2) ; cette dernière équation montre que cela revient à modi- 
fier en chaque point l'unité servant à mesurer l. 

Une fois choisis un système de coordonnées et un système 
de jauges particuliers, nous avons comme d'habitude : 


LC 
d? = Ju dx, dx, 
Si l'unité servant à mesurer la longueur est réduite selon le 
I . z 
rapport F’ le nombre exprimant ds se trouvera augmenté 
V 


selon le rapport inverse yì . Si donc nous accentuons les 
quantités mesurées avec la nouvelle jauge, 


Tu de, da, = ds? = dè = }g y dx, dx, 


de sorte que : 


I p = AI ps (52,31) 
Il s'ensuit que : 
g = Ng, (52,32) 
ge =K g”, (52,33) 
V= g di = XVZ g dz. (52,34) 


Remarquons que les coordonnées x, ne sont que de simples 


nombres servant à numéroter les mailles, et n'ont aucun rap- 
port avec les jauges utilisées dans la mesure des intervalles. 
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Nous avons encore : 
kde, = = d (log !). 
Par suite : 
k',dæ, = d(log (LVA) 
= k,dx, + — d (log À). 
Posons : 
e=— log à ; (52,4) 
il s'ensuit que : 


I "aA saan aei 
z d (log À) = Te nn, : 


et que : 
ky = ky HE: (52,51) 
ce que l'on écrit généralement : 
k, = ky, +. (52,52) 
Si l'on se reporte à la définition de F,, on voit que : 
FE (52,6) 


53. Le symbole à trois indices généralisé. 


Transformons comme précédemment les symboles à trois 
indices : 


„1 (Ogu) | Ova) _ 2095) 
[uey, c] =4( DILY i nE N D Eg 


= A [py c] + à (Juas + Isou — us 2a) d’après (52,4). 


Multiphons les deux membres de cette égalité par g% ; il 


vient d’après (52,33) : 
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{uy, a} = fuv, a} + Ju Ce o a 
et nous voyons d'après (52,52) que la quantité : 
fuy, HE fuy, aj — gu ky— 9; ka F Fps k“ (53) 


ne sera pas modifiée par un changement de jauge. Il est évi- 
demment tout indiqué de remplacer fuv, a} par fuv, a} * dans 
la nouvelle géométrie. 


54. Invariance absolue. 


Nous sommes amenés maintenant à chercher des invariants 
et des tenseurs qui, en plus de leurs propriétés caractéristiques 
à l'égard des transformations de coordonnées soient des inva- 
riants par rapport aux changements de jauge. Nous appelle- 
rons ces expressions des invariants absolus et des in-tenseurs. 

Seront également utiles les invariants et les tenseurs qui dans 
un parent de jauge seront simplement multipliés par une 
certaine puissance de À. Ce seront respectivement des co-inva- 
riants et des co-lenseurs. 

Le changement de jauge n’est qu'une généralisation du chan- 
gement d'unité dans les équations de la physique ; seulement, 
ce changement de jauge, au lieu d'avoir pour eflet de multi- 
plier les termes de l'équation par un facteur constant, intro- 
duit comme multiplicateur une fonction de point. Nous n'avons 
qu'une seule unité à considérer, celle de l'intervalle. Les in- 
tenseurs peuvent être regardés comme des quantités de dimen- 
sions nulles et les co-tenseurs comme des expressions ayant 
pour exposants dimensionnels des nombres entiers (positifs ou 
négatifs). Les dimensions des différents termes d'une équa- 
tion co-tensorielle doivent être les mêmes. Nous désignerons 
en général par une étoile (*) les quantités indépendantes de la 
jauge utilisée ou covariantes (ou contrevariantes) avec celle-ci. 

Voici un exemple qui fera comprendre la méthode générale. 


Soit A” un in-tenseur symétrique ; sa divergence (37,3) 
devient dans une transformation de jauge : 
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Mr 2e a S 
Z a 
=A, GA, — Ag, 
Donc l'expression : 
"A =A, — MAk, + AR, (54,1) 


n'étant pas modifiée par une transformation de jauge est un 


in-tenseur ; c'est cet in-tenseur qui donne la divergence de A% 
dans la géométrie de Weyl. 
IL est commode de regarder 7, comme une quantité de 


. . . uv . . 
dimensions (ou de poids) + 1 ; g' est alors de dimensions —1, 


V— 9 de dimensions +2 et ainsi de suite. Faire passer un 
indice de bas en haut ou de haut en bas diminue ou augmente 
les dimensions d'une unité. La différentiation ne modifie pas 
les dimensions. 


55. Le tenseur de Riemann-Christoffel généralisé. 


A (25,3) correspond : 


* d * * * 
Bios =— pr W ef fus, a} fov, el 
à - * kd * 
TR fus, e} — fuv, af fus, e} . (55,7) 


Cette expression est bien un in-tenseur car les symboles 
« étoilés » sont tous indépendants de la jauge utilisée. I] nous 
reste à montrer que par cette généralisation nous n'avons pas 
détruit le caractère tensoriel ordinaire. Pour le voir, il suffit 
de jeter un coup d'œil sur la formule (55,4) que nous allons 
déduire de (55,1). 

Considérons les deux premiers termes du deuxième membre 
de (55,1) ; pour avoir le deuxième membre tout entier il suf- 
fira de permuter v et s dans l'expression trouvée et de retran- 
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cher le résultat de cette expression. Les termes additionnels 
qu’introduisent les « étoiles » sont d’après (53) : 


2 x 
U o 
"5 (— Ju ke — GE k, + Juc k“) fav, e} 
zs (— ga k, — g Es + Go ke) fpo, al 


+(— Ja mt En + uk) — g; k, = Jy Ea + Iek") 


e 3i : dk, 2 2kE YJ yy g 
TV dIo F uy dLg dLg 


— kg fuv, e} — ku fov, e} + Ipo day, e} k“ 
— k, fpo, e} — 9° fuo, a} &, + [ps v] 4° 
+ Takk, + gi kk, — g,# K 
TOL E a TE GRR, m RE 
+ Jurk, (55,2) 


J cp réduction, devient : 


ge Lo -+ CAR Ta 
+ g kk — IsI yak Ka + I pak" . (55,3) 


[Pour faire cette réduction, le lecteur n’a quà numéroter 
les termes du second membre de (55,2) de 1 à 19. Il verra 
que les termes ou couples de termes suivants sont symétriques 
en veto : 5et 8, 6, 11, 12 et 14, 13 et 17, 16. On peut 
laisser ces termes de côté puisqu'ils disparaissent dans l’expres- 
sion complète. Quant à 4 et ro ils donnent — [vo, pjk? qui est 
. également symétrique en y ets et qui doit disparaître. La com- 


binaison de 2 et de g donne g; k,.. Permutons 7 avec l’expres- 


PT 
sion semblable de la partie complémentaire — Go {as, el 4° ; 
combinée avec 3 cette expression donne — Juste] 

26 
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En terminant le calcul comme nous l'avons dit plus haut, 
nous obtenons : 


Be pe a Je F (g; ke EE: Jah) 
+ (ah — Ipk) + (gikk, — kk, ) 
eur (FI ps m Pai) kk” FE (gt, E Juste) kê. (55,4) 


Posons £ = o pour avoir l'in-tenseur contracté : 


* 


=S Es ie a 
G,, = Ge Pa sugha y — 2k, k, + 29 „kak. (55,5) 


Multiplions les deux membres par 9" (ce qui introduit l'ex- 
posant dimensionnel —1) ; nous obtenons le co-invariant : 


a =S G — 6k% + 6k k° . (55,6) (e) 


Remarquons que si nous faisons passer en bas l'indice e de 
(55,4), le seul terme de * Da symétrique en # et € est 
DE ce qui concorde bien avec la condition (a) de la géomé- 
trie de Weyl ($ 50). 


56. Les invariants absolus. 


Il n'existe pas de fonction invariante absolue des potentiels 
en un point mais on peut trouver, comme nous allons le voir, 
des densités invariantes absolues. 


Ÿ— g étant de dimensions +92, nous devons multiplier cette 
quantité par des co-invariants de dimensions —2 ; les expres- 
sions suivantes sont des densités invariantes absolues : 


kai gE w, *Ge y. = r SBi pee y7 , 


(*) A part la différence de notations, cette expression est bien celle 
donnée par Wey} [loc. cit., p. 120, (62)|. Je pense que les formules 
précédentes sont exactes mais je ne vois pas le moyen de les contrôler d’une 
manière indépendante. 
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Comme densité invariante absolue ne faisant intervenir que 


les k il y a : 
ES EF V=— 7 $ 


IL existe également deux autres densités invariantes abso- 
lues basées sur le tenseur fondamental du sixième ordre. Ce 
sont : i 


P CVa w g (Ge V— d 


Mais ces deux densités n’en sont qu'une en réalité car d'après 
(38,1) elles sont identiques ; enfin il est possible qu'il existe 
encore une autre densité invariante absolue dérivée de B ogag 

Ainsi le nombre des caractères d’Univers distincts dont les 
combinaisons dans une région donnée de l'espace et du 
temps peuvent s'exprimer par des nombres purs indépendants 
des coordonnées et des unités, est extrêmement limité et il ne 
dépasse sans doute pas 6. 

Il est intéressant de remarquer qu'il n'y a que dans l'Uni- 
vers à quatre dimensions que les tenseurs fondamentaux les 
plus simples donnent naissance à des densités qui soient des 
invariants absolus (1). C’est une raison de plus, comme l'a dit 
Weyl lui-même, pour établir la réalité de l'Univers à quatre 
dimensions. Un Univers à un nombre impair de dimensions, 
ne pouvant posséder aucun caractère absolu, serait presque 


inconcevable. 


57. La jauge naturelle. 


Considérons une région finie de l'Univers ne contenant ni 
force de gravitation ni force électrique — où il y ait le vide 
le plus parfait que l’on puisse imaginer. S'il existe une autre 
région satisfaisant à la même condition, s’ensuivra-t-1il que 
l'état intrinsèque de l'Univers en ces deux régions sera identi- 
quement le même ? Je crois que la réponse générale serait 


à 


(+) IE faut faire exception pour l’espace à deux dimensions dans lequel 
il existe une densité invariante absolue très simple *GY—g. 


136 ESPACE, TEMPS, GRAVITATION 


affirmative, quil n'existe entre ces deux états aucune différence 
absolue. 
La géométrie de Weyl, au contraire, n'accepte pas cette 


identité. La densité invariante absolue * G? y= g peut ne pas 
être la même dans les deux régions ; de là une différence absolue 
que ne peut éliminer aucun changement de jauge ou de coor- 
données. G=o dans les deux régions car il ne s'y trouve pas 
de champ de gravitation, mais les autres termes de *G (55,6) 
ne sont pas nécessairement identiques. La condition ~% =k 


pour que la force électromagnétique soit nulle n'est évidem- 
ment pas suffisante pour permettre la détermination de — 64 + 
6k k“. 
Nous voyons que les facteurs 
champ de gravitation + force électromagnétique 
ne suffisent pas à déterminer l'état de l'Univers. L'ensemble 


champ de gravitation + potentiel électromagnétique 


suffit au contraire. Le potentiel électromagnétique a en lui quel- 
que chose de fondamental qui disparaît quand nous en pre- 
nons le rotationnel pour obtenir la force électromagnétique 
observable. 

Il est à peu près certain que ce « quelque chose » est l'en- 
semble de ces forces de cohésion mystérieuses qui empêchent 
la dissociation de l’électron et qui, sans doute, apparaissent 
encore dans le quantum d'énergie. Le rôle de ces forces est 
de donner à l’électron ses dimensions et sa consistance électri- 
que ; sans elles, celui-ci s’étendrait jusqu'à l'infini sous l'action 
des forces de Maxwell. Par l'intermédiaire du quantum elles 
peuvent également fixer les dimensions des atomes et par là 
elles dément la grandeur de tous nos instruments maté- 
riels. Or, au point do vue pratique, c'est la grandeur de ces 
instruments qui nous fait adopter un système de jauges par- 
ticulier. Dire que le champ de gravitation est nul n’a pas de 
signification précise au point de vue théorique car cette asser- 
iam ne peut s'appliquer qu’à un système de jauges particulier. 
Pratiquement nous lui accordons un sens en le rapportant à 
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un système de jauges universellement reconnu que lon défi- 
nit par le transport d'instruments de mesure matériels et qui, 
au fond, repose donc sur les dimensions de l'électron et de 
l'atome. 

Les résultats établis dans les Sections I-IV ne sont vrais 
que pour le système de ] jauges que nous venons de définir. Nous 
avons toujours supposé qu “une règle servant à mesurer les 
intervalles en un point A pouvait être transportée en un autre 
point B et qu'en ce point elle donnait une mesure correcte des 
intervalles ; cette hypothèse détermine un système de jauges 
naturel et la détermination ne présente aucune ambiguïté tant 
quil n'y a pas de champ électromagnétique présent. Nous 
avons vu que si, au contraire, il y a un champ électromagnéti- 
que, la définition précédente du système de jauges donne lieu 
à une ambiguïté qui est précisément l'objet de la théorie de 
Weyl. Néanmoins, pour plusieurs raisons, ce mangue de pré- 
cision n a pas grande importance et, au point de vue pratique, 
il y a de gros avantages à adopter un système de jauges naturel 
approché en l'absence du champ 
électromagnétique. Ce système est comparable à ce système 
d'inertie imprécis du Chapitre X, qui n’est défini d’une manière 
nette que dans l'espace-temps euclidien, mais qui est une 
approximation commode dans l’espace-temps non euclidien. 

Ici, une question se pose : sur quelle condition allons-nous 
nous appuyer pour déterminer notre système de jauges natu- 
rel ? Cherchons s'il est possible de le déterminer de manière 
que *G soit une constante en tous points. *G variant en 
raison inverse de à, À se trouve partout déterminé. La quan- 
üté *G est la courbure, de sorte que la condition choi- 
sie revient à supposer que tout élément d'un appareil maté- 
riel de composition déterminée, et plus simplement tout élec- 
tron a pour rayon une fraction déterminée et constante du 
rayon de courbure de l'Univers au point où il se trouve. Il sem- 
ble qu'il n’existe rien d'autre auquel ce rayon puisse se com- 
parer. Pourtant, si l'on considère un élément matériel quel- 
conque, il ne se conforme pas rigoureusement à la condition 
précédente, et la cause de cette divergence, c'est son histoire 
antérieure à l'égard des forces électromagnétiques qui, d'après 
la théorie de Weyl, ont sur ses dimensions un effet permanent. 
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Ceci exige évidemment que *G ne soit pas nul. L'Univers 
a donc une courbure finie et constante. Il est nécessaire qu'il 
en soit ainsi car c'est, en dernière analyse, ce rayon de cour- 
bure qui nous fixe l'étalon de longueur dont nous nous ser- 
vons. La longueur la plus petite connue en physique et la 
longueur la plus grande — le rayon de l'électron et le rayon 
de l’espace — sont liées l’une à l'autre d'une manière si étroite 
que nous ne pouvons considérer l’une indépendamment de 
l’autre. 
Prenons la loi de gravitation dans un Univers sphérique (1) 
(40,7) : 
D I ` 
G LAC RU ; 


air p 
ce qui donne par contraction : 
GEN Sri (57,1) 


Si maintenant nous fixons le système de jauges par la con- 
dition * G==4X, d’après (55,6) nous avons : 


G — A} = 6 (k — kk") (57,2) 
et : 
p=T = iy (A kek") (57,5) 


C'est là une expression de la masse au repos de l'électron, 


(t) Un Univers à courbure totale constante n’est pas nécessairement sphé- 
rique, de même qu’un Univers à courbure totale nulle n'est pas nécessai- 
rement euclidien. L'Univers sphérique entre autres conditions exige que : 


“Guy z= dI yy 


tandis que la condition de courbure totale constante est *G = 4}. Dans un 
Univers non sphérique, il me semble, l’électron ne serait pas sphérique non 
plus et donnerait une jauge variable avec la direction (comme dans la géné- 
ralisation de la géométrie de Weyl indiquée au § 50). En pratique nous 
prendrions donc les équations G, = }9„, pour déterminer les jauges, 


` 


et réduirions ainsi l’ Univers à une forme quasi-sphérique dans le système 
de jauges naturel. 
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masse qui, rappelons-le, ne pouvait être déterminée par les 
seules forces électromagnétiques de Maxwell. 

Le vecteur k, est une forme possible du potentiel électro- 
magnétique on ce système de Jauges naturel ; il n'y a évidem- 
ment aucune raison pour que le second nr. de (57,3) 
s’annule dans un champ électromagnétique regardé, du point 
de vue ordinaire, comme ne contenant pas de matière. Mais 
le potentiel dans un pareil champ est extrêmement faible si on 
le compare au potentiel intérieur d’un électron. Il est probable 
que si p et Æ, sont mesurés en unités G. G. S., le second 
membre de l'expression précédente se trouve multiplié par un 
facteur très petit, de sorte que pọ est partout négligeable sauf 
à l'intérieur de l'électron. En d'autres termes, nous pouvons 
regarder la substance de l’électron comme dépourvue de con- 
tour net et coextensive avec son champ, les parties éloignées de 
son centre pouvant être négligées pratiquement. 

Il est à remarquer que nous choisissons *G=c* et non 
G=c* comme équation de détermination de la jauge ; la rai- 
son en est que les équations fondamentales de la physique sont 
des équations co-tensorielles et il est évidemment tout indiqué 
de prendre un co-invariant comme unité de mesure. 


58. Les tenseurs d'énergie électrique et matériel. 


Le tenseur d'énergie électrique E, est associé à l'invariant 


F ds FF” exactement comme le tenseur total d'énergie est lié 


à l'invariant G (§ 45). 


Si, en effet, on varie les g® en laissant les Æ, constants : 
S(E p Fe” V— q == FapF pv à(g*# LS = g) 
puisque Pog n'est fonction que des k, 
= El (9% V Zg 3g” + g” V= g èg”) + FF (Vg) 
= 28e, gJ” VZ g gP” — R nET Tps èJ” (58,1) 


d’après (26,3), et en permutant o. et 8, u et y dans le second 
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terme. Le coefficient de èg?” correspond à — Pg, V =g dans 


Ba 
(45,2); en multipliant par g“ nous obtenons donc le tenseur 
mixte : 


PE 2F"F — > gF FT =— 2E} (58,2) 


d'après (49,1). 

Le raisonnement qui nous a montré (§ 45) que P$, était 
identiquement nul, ne s'applique pas aux invariants qui sont 
fonctions des k, 


Les expressions que nous avons données pour le tenseur total 
d'énergie et le tenseur d'énergie électrique n'ont pas mêmes 
dimensions, les dimensions du premier étant —1 et celles du 
second —2. Il n'y a à cela rien d'étonnant puisque tout ce 
que nous avons dit dans la Section IV se rapportait unique- 
ment au système de jauges naturel et que la question des dimen- 
sions n'y avait pas été soulevée. C'est un problème assez diffi- 
cile de montrer la liaison intime qui unit ces deux tenseurs car 
il n'y a que dans le système de jauges naturel que le tenseur 
d'énergie soit conservatif ; autrement dit, la divergence de 
G, — = g, 6 est identiquement nulle mais l'expression étoilée 
correspondante ne l'est pas. 


59. Le problème de la matière. 


Au point où nous en sommes arrivés maintenant, la théorie 
de la relativité ne va plus pouvoir nous guider que d'une ma- 
nière très incertaine. Je ne dis pas que les résultats que nous 
allons énoncer sont vrais dans tous leurs détails et il est pro- 
bable que nous n'avons pas encore trouvé le fil directeur qui 
nous conduira à la connaissance de la structure de la matière 
et de l’électron. Néanmoins, les relations que nous fournit 
l'analyse ont sans doute un sens et elles semblent donner une 
indication sur la signification profonde des résultats exposés 
au cours de ce Livre. 

Considérons la densité invariante absolue 
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qui est peut-être le moins artificiel des invariants absolus. Si 
dans (55,5) nous écrivons : 


akys = (us + Kyu) + (us — Huu) = (kus + ksp) + Fus» 
nous voyons que Z 
GR, +) (59,1) 


ou RE est un tenseur symétrique et F,, un tenseur symétri- 


que gauche. 
Par suite : 


Gus EE YZF = Rp R = + Fp VE 
DA RER V—g CR AE V— g. (59,2) 


Il n'y a pas de termes rectangles du fait que pe est symé- 


trique gauche. 


Posons (1) : 
A = ‘Gz *G* V— 9 (59,3) 


Nous allons maintenant admettre un principe d'action sta- 

tionnaire : 

ò ] À di — 0 
pour des variations très petites de l'Univers (Ôg ök)» nulles 
à la limite de la région considérée. 

Pour la première fois nous introduisons ici une loi objective 
de l'Univers. Un pareil genre de loi est indispensable si nous 
voulons trouver la structure de l'atome et ceci justifie l'appel 
que nous faisons à une loi de la nature. Mais actuellement, nous 
ne pouvons guère affirmer autre chose que l'importance que 


() Nous adoptons cet invariant absolu car il nous paraît plus naturel 
que l'expression *G?y—g —BF F” y—g discutée par Weyl ; nos résultats 
néanmoins sont pratiquement les mêmes que les siens. 
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présente 5% pour la structure atomique, et le fait d'écrire que 
cette expression est nulle ne doit être regardé que comme un 
artifice momentané. 


Considérons d’abord la variation de MRENE g 
=R 8 (REV g) + RER, V— g)— Ru RPV =g). (59,51) 
Déterminons le système de jauges de telle sorte que : 
Rus =w » (59,52) 


où à est une constante. Nous prenons R,, et non pas * Guy 
car ce dernier tenseur n'étant pas symétrique ne pourrait être 
posé égal à Àg,,. Remarquons encore que R, et F, sont 
tous deux des in-tenseurs mais que G, ne l'est pas. Cette 


détermination du système de jauges nous donne un Univers 
quasi-sphérique (t) ; c'est une hypothèse admissible d’après 
ce que nous avons dit dans la note du $ 57 (p. 134). D'après 
(59,1) et (59,2) nous avons alors : 


h = R —"G— G — 64 Gk k”. (59,53) 
D'où en portant dans (59,51) : 
î(R,, Re” V=g) =) [7e (Re \ =g) EF g” è(Ry, = 
N g) 
= 2) (RV— g) — pe (V— 7) (59,54) 
(puisque gJ” Ju + Juy 09 = 0) 
= 2%(G y— g) — 12% (A4 V= g) + 12% (KA V— g) 
— RV— 9) (59,55) 
d’après (59,53). 


(1) Autrement dit, les G,, ont les mêmes valeurs que dans un Univers 


sphérique mais il n'en est pas nécessairement de même pour les Buvape 
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D’autre part : 
(HE V— g) = à re (4 V=5)| d'après (37,1). 


Ce terme n'intervient pas dans la valeur de (59,4) car, par 
intégration, il fournit une intégrale de surface étendue à la 
limite de la région et sur cette limite les variations sont toutes 
nulles. Donc : 


à [ads — fI Ji HG =) + 1248 (k AVG) 
— 4nd (V=g)— hè (EE VZg)] dr; (69,61) 
nous avons à mettre cette expression sous la forme : 
à f eds — [ee VZJ èg, + Q VZG èk,) de, (59,62) 
et il résultera de la loi que nous avons admise que : 
P? — 0, Q“ =o. (59,63) 


La plus grosse partie de la détermination de P” a déjà été 
exposée aux $§ 44-45 et au $ 58. Quand on fait varier les Jus 
on à : 


è (AA V—g) = kek è (g%* V59) 
= kk, N= g òg" + k kV — g) 
a= — REV g òg a F E kk 9 gg. 
De même : 
wò (V— g) = + Ng g” g 
De là nous tirons : 
pe = — ad (Ge — LG) 


inan E ag E, 
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de sorte que : 
P =— a| 6 — 2 y! Ga | 
a -9 Ey a y 
+ 12À La k,k T ana ) — 8E, 
= 16AT? — 8E + 12A = k k + =- gekk") (59,7) 


en utilisant la formule (40,7). Si nous le préférons, nous pou- 

vons mettre à part le terme — 2}°7, et le regarder comme une 

sorte d’ « énergie cosmique » due à la courbure naturelle de 
l'Univers. 

D'après (59,63) nous devons poser (59,7) égal à o. Il s'en- 
suit que : 

= ` ` 3 ` Yy I y (2 
2rA T°” = E” + mA (r k a y Ipak ) ; (59,81) 


g 22 


équation qui nous montre que l'énergie totale est formée de 
l'énergie électrique et d'une partie non maxwellienne de forme 
relativement simple. A l'extérieur des électrons, cette dernière 
est suffisamment petite pour qu'on puisse la négliger et l’on a : 


2rAT, = E, . (59,82) 


ce qui nous donne la relation entre les unités de T? et celles 
de bee 

En unités ©. G. S., le facteur À est au plus égal à 107% ; 
éeci explique la raison pour laquelle dans un champ électro- 
magnétique d'intensité moyenne le terme E, est seul apprécia- 


ble. 


Faisons maintenant varier les k, dans (59,61). Cette varia- 


tion n'affecte que le second et le quatrième termes : 


(FFF V— g) = 2 y> g F” èF, 


= >» | dky (òk. 
= 2 y— g F” — Fe) 


dd, Ty 
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= / v (ku ) 
=N gr ES 
d UV TN N 2 EL) ENS 
=— h (PP y= g) èk, + h (RE V= g dk) . 


Inutile de tenir compte de la dérivée exacte car dans l'inté- 
gration elle donne une intégrale de surface étendue à la limite 
de la région ; d'après (47,91), la variation est donc égale à : 


— LEE y= g òk, - 
D'autre part : 
è(k,k* V= g) = 2k* V= g ok, . 
Par conséquent dans (59,62) : 
QE — aA 16FE , (59,91) 
et la loi admise Q“ = o donne : 
A et 0 (59,92) 


d’après (47,82). Nous voyons que, si elle est vraie, la loi est 
remarquablement simple. 

Comme Ji = 0 (47,93), il en résulte que ki = 0 601072) 
devient : 

J z 

Le même résultat s'obtient par contraction de (59,81). 
Comme nous savons par l'expérience que p, est positif, il s'en- 
suit que le carré de la longueur du vecteur J, est négatif. A 


l'intérieur de l'électron le vecteur « charge et courant » serait 
donc un vecteur dans l’espace. 

Le résultat le plus important de toute celte analyse, c'est 
l'équation (59,82), et je crains fort que tout le reste n'ait pas 
grande signification au point de vue physique. Dans l'ancienne 
théorie, l’électron était une région très petite possédant une 
courbure très grande. Nous avons au contraire, en choi- 
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sissant convenablement une nouvelle jauge, ramené cette 
courbure à avoir la même valeur que partout ailleurs. Comme 
nous n'avons pas la moindre idée sur la manière pratique d'ef- 
fectuer des mesures à l’intérieur de l’électron, nous ne voyons 
pas quelle peut être la signification physique du processus 
adopté. Avec la nouvelle jauge, des potentiels extrêmement 
intenses font leur apparition — incomparablement plus grands 
que ceux que présente le champ électrique immédiatement 
extérieur à l'électron. Ces potentiels ne disparaîtraient pas 
entièrement avec l’ancienne jauge, mais ils auraient des valeurs 


beaucoup plus faibles. Dans l’électron, k” est en majeure partie 
la dérivée d'un scalaire ; il forme donc dans les problèmes 
statiques un vecteur dans l'espace. Bien que dans (59,92) cette 


. AET (2 Sat re or 
partie principale de Æ ait été identifiée avec un vecteur « cou- 


rant et charge électriques » J”, nous ne savons pas ce que 
signife le fait que ce vecteur est un vecteur dans l’espace. Ces 
résultats paraissent surtout être une forme nouvelle donnée 
à nos connaissances, forme qui nous montre plus clairement 
la continuité des phénomènes quand on passe de l'intérieur à 
lextérieur de l’électron. 


60. Valeurs numériques. 


Les résultats du $ 59 sont assez douteux mais nous pouvons, 
Je crois, regarder comme exacte l'équation (59,82) : 


AT, = E, ; (60, r) 


applicable au champ électromagnétique extérieur aux électrons. 
Quoi qu'il en soit cette équation donne des valeurs numériques 
d'un ordre de grandeur acceptable. 


` 


Nous allons avoir à choisir une valeur de 2. Le rayon de 
1 


courbure de l'espace R peut être pris égal à À ? en laissant 
de côté un facteur numérique sans importance variant légè- 
rement avec la définition adoptée pour R. Comme limite imfé- 
rieure de R, nous prendrons 10% cm. (il existe à notre con- 
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naissance des amas globulaires à une distance de l’ordre de 
10°% cm. de sorte que la valeur minimum adoptée pour R est 
sûrement trop petite). Nous aurons donc À = 10% cm2. 
Considérons un champ électrostatique de 1.500 volts par 
cm, c'est-à-dire 5 unités électrostatiques C. G. S. La densité 


2 


; . 5 x : 
d'énergie est -5z où approximativement I erg par cm’. La 


masse de cette énergie s'obtient en divisant la valeur précé- 
dente par le carré de la vitesse de la lumière, ce qui donne : 


dol — 0 o 3 
0 X< 10 gr. par cm“. 


Pour transformer cette valeur en unités gravitationnelles, 
rappelons que : 


Masse du Soleil = 1,94 x 10% gr. = 1,47 x 105 cm. (valeur 
gravitationnelle). 


La masse gravitationnelle Ti de notre champ électrique est 
donc 


8,4 xX r07 3f cm. par cm. 
Donc d'après (60,1) : 
E = joro à om 7 


Pour un champ statique dirigé suivant l'axe des x, en coor- 
données galiléennes nous avons : 


ce qui donne F,, = 107 approximativement, en fonction du 
centimètre. Or nous avons vu que F,, était indépendant de la. 
jauge, de dimensions nulles par conséquent, mais qu'il dépen- 
dait du système de coordonnées choisi. Le centimètre n'est 
donc pas ici une unité de jauge ; c’est l'unité qui donne la 
distance des différentes lignes coordonnées x, y, z. Dans la 
théorie ordinaire c’est là une distinction parfaitement illu- 
soire (1). 


(1) Prendre des coordonnées galiléennes c'est choisir la « distance » de 
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Prenons deux règles matérielles de longueur l et à öx, cm. 
lune de l'autre ; maintenons-les à une différence de potentiel 
ók, pendant un temps ôx, (centimètres). Comparons leurs lon- 
gueurs au début et à la fin de l'expérience. Leurs lignes d'Uni- 
vers dans lespace-temps définiront un rectangle ayant pour 
aire ô£,ôx, cm?, et d'après la théorie de Weyl, il y aura entre 
elles à la fin de l'expérience une différence de longueur donnée 


par 


Notre calcul nous a montré que pour une différence de 
potentiel de 1.500 volts nous devions prendre òk, = 10", òx, 
étant mesuré en centimètres. Nous pouvons donc évaluer numé- 

A dl À 
riquement -+ . Sı nos règles ont au début 1 m. de longueur et 


sont maintenues pendant 1 an (1 année de lumière = 101$ cm.) 
à une différence de potentiel de 5,5 millions de volts 


dl = 100 X 10° X 10 — 9 € 10? cm. 
= 10 = ot 
Si le rayon de courbure de l'Univers est supérieur à 10° cm., 
cette différence de longueur sera plus petite, ces deux quan- 
tités variant en raison inverse l’une de l’autre. Les change- 
ments de longueur produits par les champs électromagnéti- 


ques sont donc loin d'être observables expérimentalement. 
Nous avons vu précédemment que 1 erg par cm? était égal à 


5,3 X r0— % cm. “ en unités absolues. 
Donc 
1er = 5,3 >< 107% cm.—! 


5 Kio ee À 


deux lignes coordonnées consécutives égale à l'intervalle unité ; en coor- 
données quelconques, cette distance des lignes coordonnées diffère généra- 
lement de la jauge unité. 
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Par suite : 
1 erg-seconde — 1,8 >< 107 8 unités d’action absolues. 


D'autre part le quantum est égal à 6,55 x 1077 erg.-sec. 
Par conséquent 


1 quantum = 107 1 


ou un nombre plus petit si le rayon de courbure de l'Univers 
est plus grand, ces deux quantités étant encore inversement 
proportionnelles l'une à l’autre. Nous devons donc renoncer 
à l'espoir d'indentifier le quantum avec l'unité naturelle d'ac- 
hon. 

Nous ne poursuivrons pas plus loin cette analyse. La théo- 
rie de la relativité, confrontée avec les problèmes de lélectron 
et du quantum, est arrêtée à l'heure actuelle par les difficultés 
mêmes auxquelles se sont heurtées ces questions ; toutefois, en 
attendant de nouveaux progrès, c'est une grosse consolation 
pour nous d'entrevoir la perspective des développements phy- 
siques si passionnants quelle suggère. 


LAVAL, — IMPRIMERIE L. BARNÉOUD ET Ç. 


